Correction du devoir sur table 1 : Mathématiques

MPSI, Lycée Dessaignes

Exercice 1 :

1. On remarque tout d’abord que les quotients ne sont pas définis pour £ = —1 ou « = 1. Le domaine de résolution est
donc | — oo; —1[U] — 1; 1|U]1; +00[. Sur ce domaine, on a
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ssi r—1+z+1—V3@+1)(z—1) ~0
@+ D —1)
ss1 f\/§x2+2x+\/§:0
(x+1)(xz—1)

ssi — V322 + 22+ V3 sur le domaine de résolution.

On calcule A = 16 et les deux solutions sont z; = :gv% = 7? et 1o = V3. |9 = {f§; \/5} .

2. On remarque tout d’abord que les quotients ne sont pas définis pour = 2 ou = = 5. Le domaine de résolution est donc

] — 003 2[U]2; 5[U]5; +00[. Sur ce domaine, on a L2 < £=3 g (IH)(?;_%;(EEI:;)(I*Q) <0 ssi % <0.
On dresse alors le tableau de signes :
x —00 2 5 8 +00
2 — 16 — - — 0 +
z—2 - 0 + + +
x =95 - - 0 + +
2x—16
(z=2)(z—5) - + - 0 +

On a donc ‘ S =] — o0; 2[U]5; 8] ‘

3. Comme tout est positif, |2z — 4| < |z + 2| ssi (22 — 4)? < (z + 2)? ssi 322 — 20z + 12 < 0. On calcule A = 162 donc

on pose r| = 2016 — 2 of zo = 6.

6 3
Finalement, comme 3 > 0, on obtient : | S = [%, 6}.

4. On étudie d’abord le domaine de définition. Pour le polynome 3z? — 8z — 10, on a A = 4 x 46, on pose donc
T = % = 477%/@ et x9 = %. Comme 3 > 0, le domaine de définition est | — co; 1] U [22; +00].
Ensuite, remarquons que si 2z — 5 < 0, c’est a dire z < g alors x est solution.

5

Il reste a étudier le cas x > 3. On peut ici élever au carré car tout est positif, on obtient alors 3x2 — 8z — 10 >
42%—202+25 donc 0 > 22 —12x+35. Les racines 5 et 7 sont évidentes donc finalement, on obtient‘ S =] — o0; 21]U]5; 7]. ‘




Exercice 2 :

1. Pour tous réels z,y on a : (x + y)? — 4oy = 22 — 2zy +y? = (v — y)? > 0 donc (x + y)? > 4xy.

2. Comme a, b, c sont strictement positifs, par passage au carré, on a :
(b+c)(c+a)(a+0b) > 8abe ssi (b+ c)?(c+ a)?(a+ b)? > 64a?b>c2.
Or en appliquant la question 1 avec b, ¢ puis a, ¢ puis a, b, on a :
(b+c)?(c+a)?(a+b)? > 4be x dac x 4ab = 64ab>c.

3. (S—a)(S—0b)(S—c)=8%-5%a+b+c)+ S(ab+ ac+bc) —abcor S = a+ b+ c donc S*(a+b+c) =53 et
(S —a)(S—0b)(S—c)=S(ab+ ac+ bec) — abe.

4. En utilisant 2., on a : (b+ ¢)(c
En utilisant 3., on obtient S(ab
c’est a dire (a +b+c)( +1+1) >0

+a)(a+b) > 8abc donc (S — a)(S —b)(S — ¢) > 8abc.
+ ac + be) — abe > 8abe done S(ab + ac + be) > 9abe. Finalement, S@btactbe) > g

abe

Exercice 3 :

1. Clairement (1,2)R(5,—1) mais on n’a pas (5, —1)R(1,2). On n’a pas (—1,4)R(—4,2) mais on a (—4,2)R(—1,4).
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2. — V(z,y) € R? {x TYSTHY gone R est réflexive.

yswr—y
x+y<:1:+y
_ 2 ’ 2 ro ro +y<x+y r+y=2a"+y
V(z,y) € R*, V(2" y) € R%, si (2, y)R(z',y) et (¢, y")R(z,y), on a iy sl done y oy

=y <x-— y
En ajoutant et soustrayant les équations, on obtient z = 2’ et y = 3’ donc R est antisymdétrique.
ThySay
< 1"
t:l; p i +y3{ donc
y S x y//

— V(z,y) € R%, V(a',y') € R%, V(a",y") € R?, si (z,y)R(2",y') et (2',y")R(z",y") alors

{x+y<m//

+ y,, donc R est transitive.
r—y<ux Y

Donc R est bien une relation d’ordre.
. <
3~W%wa€Riﬁme@uﬁsﬁ{x+y =ty

y<z—y ssiy=1y'.
4. D’apres la question précédente, on ne peut pas comparer (0,1) et (0,2) donc la relation d’ordre n’est pas totale.

Exercice 4 :

1. — Vzx e R, on a f(z) = f(z) donc ~ est réflexive.
— V(x,y) € R?,si f(x) = f(y) alors f(y) = f(x) donc ~ est symétrique.
— Y(z,y,2) € R3, si f(x) = f(y) et f(y) = f(2) alors f(z) = f(2) donc ~ est transitive.
Donc ~ est une relation d’équivalence.
2. C = {w € RIf(x) = f(2)} = {w € Rla? = 4} = {-2;2}.
3. Co={z eR|f(z) = f(0)} = {x e Rja® — 32 + 20 — 3 = =3} = {w € R|a® — 32 + 22 = 0} = {0;1;2}.

4.(a) f(-1)=0.
(b) Tl suffit de développer pour obtenir a =2 et b = —15
(c) Co1 ={z eR|f(z) = f(-1)} = {z € Rlz3+32%—132—15 = 0} = {x € R|(z+1)(2®+22—15) = 0} = {-5; —1;3}.

Exercice 5 :
V(x,y) € R? notons s = x — || et t = y — |y]. Par définition, s € [0;1[ et t € [0;1[. On a alors x +y = |x| + |y| + s+ 1.

On a donc 2 cas :
s+t<1: Danscecas, |[z+y| = |z] + |y] donc |z] + |z +y] + ly] =2|z]
1<s+t<2: Danscecas, |[t+y|=|z|+ |y] +1donc |z] + |z +y] + |y]
|22] = 2|z] + 1 ou bien t > 0.5 et |2y| = 2|y] + 1. Dans les deux cas, |z

2[y) < [22] + |2y].
2|x] +2|y] + 1. Mais ou bien s > 0.5 et

le+y) + [y] < [22] + |2y].



