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un corrigé

1 Transformation de Fourier

1.A ¢ est continue sur R\ {—1/2,1/2} et en +1/2, elle admet des limites finies a droite et gauche.

1.B

C’est donc une fonction continue par morceaux sur R. Les seuls problemes d’intégrabilité sont
aux voisinages des infinis ol ¢ est nulle et donc intégrable. Finalement

¢ € Eepm
On a immédiatement
1/2 , 1 12 1 . 4 i
N R*, f((,@)('f) — / 672171':)37& dit = |:_ : :| = —— (efzmp _ em:r) — Sln(ﬂ-x)
~1/2 2imx —1/2 2imx T

De plus
1/2
H@@:/ dt = 1

—-1/2

On remarque (puisque sin(u) ~ u au voisinage de 0) que F(¢) est continue sur R.

1.B.1 On sait que sin est DSE de rayon infini et en utilisant le DSE, on trouve que

1.B.2 Soit n € N ; sur [n,n + 1],

Vo 7§ 0, w(x) — +i:.o (71)’” (7_‘_:1:)2n — +i:.o (77[-2)” z2n
— (2n+1)! —~ (2n+1)!

La formule reste valable pour = 0. On a donc trouvé le DSE de 1 et montré que le rayon
de convergence est infini.
La somme d’une série entiere étant de classe C*° sur I'intervalle ouvert de convergence, on
a donc

Y € C*(R)

8 |

> %H On en déduit que

n+1 1 n+1 )
/n ()| dx > 7r(n+1)/n | sin(rz)| dx

x — |sin(mrz)| étant 1-périodique, I'intégrale ci-dessus est égale a celle sur [0, 1] ou la fonction

est positive. On peut enlever les valeurs absolue et I'intégrale vaut fo cos(mz) dx = 2.

Ainsi, "
n+1
>__ =
| ez s

On en déduit que
" 2 1
Vn € N* der > — ) —
"e /0 e x_ﬂ2kz_1kn—:>roo+oo

¢ [y [()| da est croissante sur RT et ce qui précede montre que cette fonction n’est
pas bornée. Elle est donc de limite infinie en +o0o et ¢ n’est pas intégrable sur R*. En
particulier

Q;Z) ¢ Ecpm



1.C Il s’agit d’utiliser le théoréme de continuité des intégrales a parametres. Soit donc f € Eepp,.

Vr € R, t+— f(t)e 2™ est continue par morceaux sur R.

Vt € R, x> f(t)e 2™ est continue sur R.

V[-a,a] C R, Vz € [~a,a], Vt € R, |f(t)e 2™ = |f(t)|. Le “majorant” est indépendant
de x et intégrable sur R.

Le théoreme s’applique et donne

F(f) € C'(R)

1.D Soit f € S.

1.D.1

1.D.2

1.E
1.E.1

1.E.2

Soit n € N. x +— 2" f(x) est continue sur R et les seuls problemes d’intégrabilité sont
aux voisinages des infinis. x + 2"*2f(z) étant bornée sur R, on a z"f(z) = O(1/z?) au
voisinage des infini ce qui nous donne I'intégrabilité voulue.
On veut maintenant utiliser le théoreme de régularité des intégrales a parametres.

- Vo €R, t — f(t)e 2™ est continue par morceaux sur R.

-Vn € N*, Vt € R, z + f(t)e 2™ est de classe C® sur R de dérivée n-ieme x

(—2i7r)”t”f(t)e_2imt.

- Vn € N*, Vo € R, t — (—2im)"t" f(t)e 2™ est continue sur R.
Vn € N, V[—a,a] C R, Vz € [—a,a], ¥Vt € R, |[(=2im)"t" f(t)e” 2| = (27)"|t" f(t)].
Le “majorant” est indépendant de x et intégrable sur R (on vient de le voir).
Le théoreme s’applique et donne F(f) € C*(R) avec

+0c0 )
¥n €N, Yz € R, (F(f))"(z) = (~2im)" / £ f (t)e 2

—00

0 est continue et §(z) est négligeable devant toute puissance de x au voisinage des infinis
par croissances comparées. En particulier pour tout n € N, z +— z"0(x) est continue et de
limite finie (et méme nulle) en +oo et donc bornée. Ainsi

fes
La question précédente donne la dérivabilité de y = F(6) avec
+o00o ) )
Vz € R, y'(ﬂﬁ) = (—Qiﬂ)/ te~ Tt g 2imat gy
— 0o
On a alors
+o0 o
Vz € R, 3 (z) + 2ray(x) = Z/ (=27t — 2i7rm)e_7rt —2imat gy
—00

—t?

La fonction (de t) sous l'intégrale est la dérivée de t — e~ ™ ~272t dont la limite en 4o

est nulle (son module vaut 6(¢)). L’intégrale est donc nulle et
Ve € R, ¢ (z) 4+ 2rzy(z) =0
On résout cette équation différentielle linéaire d”ordre 1. Il existe une constante c telle que
Ve e R, y(z) = ce™ ™
Avec l'intégrale donnée dans I’énoncé, on sait que y(0) = 1 et donc que ¢ = 1. On a ainsi
Ve e R, y(z) = e
ce qui s’écrit, en revenant aux notations de 1’énoncé,

FO)=10



2 Formule d’inversion de Fourier

2.A On veut utiliser le théoréme de convergence dominée sur R avec la fonction
x
Up @ x> F(f)(x)d (—)
n
- Pour tout n, u, est continue sur R.

- Comme 6 est continue en 0, (u,) converge simplement sur R vers F(f) (0(0) = 1) et cette
limite simple est continue sur R.

- Pour tout n, |u,| < |F(f)| (/0| est majorée par 1) et le majorant est intégrable sur R.

Le théoreme s’applique et indique que
—+00
lim I, = F(f)(x) dx

n—-+o0o — oo

2.B On veut utiliser le théoreme de convergence dominée sur R avec la fonction

vn : te FO)O)f (;) =0@t)f (;)

- Pour tout n, v, est continue sur R.

- Comme f est continue en 0, (v,) converge simplement sur R vers f(0)f et cette limite
simple est continue sur R.

- f étant dans S, elle est bornée sur R (f(t) = t°f(t)). Pour tout n, |v,| < || fllecf et le
majorant est intégrable sur R.

Le théoreme s’applique et indique que

lim J, = £(0) /+°o o(t) dt = £(0)

n—-+o0o

2.C En revenant a la définition de F(f), on a

I = / m( T b2ty (%) dt> dz

—0o0

La formule de Fubini donne alors
+o0o +00 ) T
I, = / ( / F(t)e~2imetg (f) dw) dt
oo oo n
Dans l'intégrale interne, on effectue le changement de variable linéaire u = z/n pour obtenir

b=n [ (7 rwe o ) a

—00

Dans l'intégrale extérieure, on effectue le changement de variable linéaire v = nt pour obtenir

e [ ([ m)

f(t/n) ne dépendant pas de u, on peut le sortir par linéarité du passage a l'intégrale. On
reconnait alors F(#)(u) et on conclut que



2.D 1l suffit de combiner les trois questions qui précedent et I'unicité de la limite pour conclure que

—+00

f(0) = F(f)(z) dx

—00

Fixons x € R et posons h t — f(x+t). h est continue, comme f. De plus, pour |¢| assez grand,

n

h(t) = — A ) (1)~ (@) f (D)

(x+1t)
ce qui montre que t — t"h(t) est bornée, comme f, aux voisinages des infinis et donc sur R
(puisque continue et donc bornée sur tout segment). On peut alors appliquer ce qui précede a h

et affirmer que
+oo

f(@) = h(0) = F(h)(y) dy

—0o0
On remarque alors, avec le changement de variable affine u = z + ¢, que

+oo +oo

f($ + t)e—2i7rty dt = e2i7ry:c/ f(u)e—%wuy du = eQiﬂyz]:(f)(y)

—00 —00

On a ainsi montré que

+oo
fa) = / 270 F () (y) dy

—00

2.E La fonction x — %e_m est dans S (elle est continue sur R et dominée au voisinage de oo par
toute puissance de x par croissances comparées). De plus

+o00 '

Pour calculer I'intégrale, on découpe en deux par Chasles :

e t(1—2mix) 1[0 t(—1—2mix)
FiH@) = 5| ¢ dt+5 [ e dt
—oo oo
t=0 t=—+
— 1 ;et(l—%riz) o 1 et(—1—27ri:c) *
2\ |[1-—2mix =00 1+ 2mix =0
1 1 1
= 3 — + -
2 \1-—2miz 1+ 2mix
_ 1
1+ 4n2g2

On a donc avec la question précédente

1 2] +o00 e?iwy:c
Vre R, —e ¥ = / ——d
2 oo 1+ (27y)? 4

3 Transformée de Fourier a support compact

3.A D’apres 1.D, F(f) € C*(R) (puisque f € S). De plus F(f) est nulle en dehors d’un segment et
donc dominée par toute puissance de x au voisinage des infinis. On a donc F(f) € S.
En reprenant la méme démarche qu’en 1.D.2 (changer z en —z), la formule (2.1) de la question
2.D montre que f est de classe C*° sur R et que
1/2

vneN, Vz e R, f™(z) = / (2imt)"F(f)(t)e* ™ dt
—-1/2



3.B

3.C

Si h est une fonction de classe C*° sur R alors pour tout entier n et tous a,b € R (formule de
Taylor avec reste intégrale)

h(b) = En: b—ay _'a)k h*) (a) + / ULl R () dt

k! n!
k=0 @

On applique ceci avec f pour b=z et a = xg :
" (z — x0)* T(x—t)"
VneN, f(z) = M (z0) = / = fD() dt
Pt k! 0

Montrons que ce terme est de limite nulle quand n — +o00. Pour cela, on le majore en module ;
une majoration grossiere donne

T(x=t)" .., T —zo|" Lo
[ e a < EERE e

0 n!
Remarquons que (F(f) est bornée sur R puisque continue et nulle en dehors d’un segment)

1/2

Yy eR, |fM(y)] < Iﬂyln/ P 2t [F(f)(E)] dt < [my|™[|F(f)lloo

On a donc
17 o o) < I max(la, o)1 Il

[ e an

|
o n.

et ainsi

| max(|z], |zo|) (z — zo)["*!

<

IF (oo

n!

Par croissances comparées des fonctions exponentielle et factorielle, ce terme tend vers 0 quand
n — +o0o. On peut ainsi passer & la limite et affirmer que

8

< (z — 20)F

flz) = Tf(k)(mo)

i
o

En reprenant ’expression des dérivées de f, on trouve

too (z — xo)k 1/2

oy =3 / I F (O

=]

Supposons f nulle sur un intervalle |z¢g — r, 29 + r[ avec r > 0. On a alors

T ok r1/2
Ve el —rr[, 0= f(zo+2z)= Zﬁ
k=0 = /-1/2

(2imt)* F(f)(t)e* ™20 dt

Comme r > 0, 'unicité du DSE de la fonction nulle donne la nullité de fi{%(%mﬁ)k}" (f)(t)e?imtzo gt
pour tout n. La question précédente donne alors la nullité de f sur R.

On vient de voir que f ne peut étre nulle sur un segment [u,v] avec u < v. A fortiori, elle ne
peut étre nulle en dehors d’un intervalle [a, b].



4 Cas de fonctions périodiques

4.A

4.A.1 Par théoremes généraux, g est de classe C™ sur | — 1,1[\{0} (quotient de deux telles
fonctions avec le dénominateur qui ne s’annule pas). De plus

fl@)=fO) o« 1f@)-f0)  f(0)
x sin(mx) O x x =0 T

Vo €] = 1,10\{0}, g(z) = =9(0)

ce qui montre que g est continue en 0.

4.A.2 On a
f'(z) sin(mz) — m cos(nz)(f(z) — f(0))

sin?(7x)

Ve €] — 1,1[\{0}, ¢'(z) =

Par formule de Taylor-Young, f'(z) = f'(0) + xf”(0) + o(x) et f(z) — f(0) = zf'(0) +
%Qf”(O) +o0(2?) (au voisinage de 0). En utilisant en outre sin(rz) = 7z +o(2?) et cos(rx) =
1+ o(z), on trouve alors

_ af"(0)

f'(z) sin(rz) — 7cos(wz)(f(z) — f(0)) TmQ + o(z?)
Comme sin?(7z) ~ 7222, on trouve que
1! 0
I ') = 132

On est alors (avec la question précédente) dans le cadre d’utilisation du théoreme de la
limite de la dérivée qui nous apprend que g est dérivable en 0 avec ¢’(0) = L0 o que ¢’

27
est continue en 0. On a ainsi

)

geC(-11) et g(0) ="

4.B Si k # 0, une primitive de  — %™ est z ﬁe%”kx . Cette primitive étant 1 périodique,

I'intégrale de €™ est nulle sur un intervalle de longueur 1. On a alors, par linéarité du passage

a l'intégrale,
1/2 1/2
Sy (x) de = / dr =1
~1/2 ~1/2

4.C On remarque que
Sp(z) =Im ( Z (e2i”x)k)
k=—n

Pour x € [~1/2,1/2]\ {0} on a une somme géométrique de raison €% = 1 et (factorisation par
la demi-somme des angles et formule d’Euler)

sin(mz)

e~2imae _ gZim(ntlz ) Im —2isin((2n + 1)wx)\  sin((2n + 1)7x)
N —2isin(mx) N

Sn(ﬂf) =Im ( 1— eQiﬂ'x

4.D Par linéarité du passage a l'intégrale, on a

n 1/2 n 1/2

i 1/2 sin((2n T
San=[ @Y Frras [ jwsicow= [ @Iy,

sin(7wx
e —1/2 e -1/2 -1/2 (mx)




Avec la définition de g, ceci donne

En: c(f) = /1/2 (g(:c) + Slﬁé?ﬂl‘)) sin((2n + 1)7z) dz

he—m —-1/2
1/2 1/2
- / g(z)sin((2n + 1)7z) dz + £(0) / Sn(x) dx
~1/2 -1/2
1/2
_ / g(x)sin((2n + 1)7z) dz + £(0)
—1/2

4.E g étant de classe O sur [~1/2,1/2], on peut intégrer par parties :

1/2 _cos((2n + D)) 12 1 ey
/1/29( x)sin((2n+1)mx) doe = [ Gnt)r g(x) 71/24—7(2”%_ O /1/2g( x) cos((2n+1)mx) dx

Avec le cosinus, le terme “tout intégré” est nul. ¢’ étant continue sur le segment [—1/2,1/2], on
peut alors majorer grossierement :

1/2
/ )sin((2n + 1)7z) do

1/2

< Hg/Hoo,[—l/Q,l/Z] . vee (O — H9’||oo,[—1/2,1/2]
- 2n+Dm 2n+1 B s

4.F Fixons z et ¢t dans [—1/2,1/2]. Par égalité des accroissements finis, il existe c;¢ € [t,z + t] tel
que f(z+1t)— f(t) = xf'(cpt). On peut alors écrire que

Gi(z) = (f'(z +1t) — f'(cor))sin(mz) + f'(cpy)(sin(rz) — zm cos(mx))
Remarquons que chaque dérivée de f est bornée sur R puisque continue et périodique.
- Par inégalité des accroissements finis, on a

'@+ 1) = fcan)] < 2+t = caulll /oo < 2] £l

- De méme
|sin(7x)| = | sin(7z) — sin(0)|| < |7z|

1/ (ca.t)] < 1[flloo-

sin(rz) — amcos(mz) = (7 + o(2?)) — 2w(1 + o(x)) = o(x?).
prolongeable par continuité en 0 et est bornée sur le segment [—1/2,1/2] ;

est donc

sin(wz)—xm cos(mx)
2

Je/ Vo € [-1/2,1/2], |sin(rz) — z7m cos(rzx)| < ca?
On en déduit que
Ge(@)] < (7" |0 + €ll fllo0)2® = Da?
D étant indépendante de z et t.

4.G Fixons t € [-1/2,1/2]. La fonction h; : x +— f(xz +1t) est de classe C*° sur R et 27 périodique
et on peut lui appliquer la question 4.D. En posant g;(x) = h(@)—=he(0) pour z €] — 1,1[\{0},

sin(mz)

1(0) = 19 et g,(1) = gi(~1) = —g,(0) on a alors
S 1/2
k:Zn cr(hy) = he(0) + /_1/2 gt(z) sin((2n + 1)7wz) dz



Compte-tenu de l'expression de h;, on a (changement de variable affine u = x + t)

1/2 . o ptH1)2 .
Cn(ht) = s f(l’ + t)672mnx dr = 627rmt/t o f(u)efZﬂ'mu du

Comme l'intégrale d’une fonction périodique est la méme sur tout segment de longueur la période,
on trouve que c,(ht) = €™ c,(f) et ainsi
n . 1/2
ft) — Z cn(f)e?imht = —/ ge(x)sin((2n + 1)7z) dx

k——n -1/2

Avec la question 4.E, on trouve alors que

< ”gg||oo,[—1/2,1/2] 1

O R i

= ™ 2n+1
Remarquons maintenant qu’avec la question précédente,
/ |Gi()] a?
z)| = <D
19:()] sin?(mx) —  sin®(7x)

T est continue sur [—1/2,1/2] \ {0} et prolongeable par continuité en 0 (valeur

_z?
sin? ()
1/72). C’est donc une fonction bornée sur le segment. Notons M sa norme infinie. On a
alors |g'[|o,[=1/2,1/2] < M et enfin

n

) DM 1 FE
t _ E 2imkt < —

1) ck(f)e - 71 2n+1 2n+1

k=—n

ou E est une constante (indépendante de = et t).

5 Formule d’échantillonage de Shannon

5.A

5.B

5.C

F(f) étant nulle hors de [—1/2,1/2], ses dérivées a tout ordre a droite en 1/2 et a gauche en
—1/2 sont nulles. Comme c’est une fonction C*°, on a donc

n €N, (F(£))" <2) = (F(M™ (—2) =0
h est de classe C* en tout point de ouvert | — 1/2,1/2[ (si ¢ est dans cet ouvert, il existe un

voisinage de x( sur leque h = F(f) qui est C*). Par périodicité, elle est indéfiniment en tout
point hors de 1/2 + Z.

Par périodicité, il suffit de montrer que h est indéfiniment dérivable & gauche en 1/2 et a droite
en —1/2 avec égalité des dérivées a tout ordre a droite et gauche en —1/2 et 1/2. C’est ce que
I’on a fait en question précédente.

On peut ainsi appliquer I'identité (4.1) & h. En posant d = ci(h), on trouve que

< avec ep : t i eXkmt

2n+1

00,[—1/2,1/2]

ce qui prouve la convergence uniforme voulue sur [—1/2,1/2] (ou h coincide avec F(f)).



5D Siz ¢ k,ona f_l{% e2im(@+k)E ge — M(e”(”k) — e~ (@HR)) = o (x4 k) = Yy (z). Ceci reste
vrai pour z = k (I'égalité se lit).

La formule (2.1) donne
1/2

Vr €R, f(z) = / h(€)e?m s de

-1/2

et on a donc

n / n
Vo €R, f(z)— > dthp(z) = / " <h(§) - > dke%kf) N3

k=—n —1/2 k=-n

Une majoration grossiere donne (I’exponentielle complexe est de module 1 et on integre sur un
intervalle de longueur 1)

Hf— > ki

k=—n

<

h — zn: dkek

k=—n

oo,R 00,[~1/2,1/2]

et on a la convergence uniforme voulue.

5.E La convergence uniforme entrainant la convergence simple, on a

Vi€Z, f(—§) = dpp(—j) =d;

k=—n

puisque Y (—7) =¥ (k — j) vaut 1 si k = j et est nul sinon.

6 Transformation de Laplace

6.A

6.A.1 La fonction génératrice des variables X; est

. (o] oo 3 )\k- 3
Gx,(t) =E(tY) =Y PX;=k)tF =) e ’\Htk = M)
k=0 k=0

On sait aussi que si X et Y sont deux variables indépendantes, tX et ¢t¥ le sont et donc
E#*HY) = E(tXtY) = Gx(t)Gy (t).
Montrons maintenant, par récurrence, que S, < P(nl).

- C’est immédiat au rang n = 1.

- Supposons le résultat vrai au rang n > 1. Comme S,, et X,, ;1 sont indépendantes,

G, (1) = G5, (1)Gx, (1) = @NEDACTD) = (o eDACY
Sp+1 suit donc une loi de Poisson de parametre (n+ 1)\ puisque sa fonction génératrice

est celle d’une telle loi.

6.A.2 D’apres la loi faible des grands nombre, comme les X, sont des variables mutuellement
indépendantes de méme loi et qu’elles admettent des moment d’ordre 2, en notant m et o
I’espérance et la variance de ces variables,

2
IP’(Sn—m Z€><02

n

Ici, m = 02 = X et on a donc



6.A.3 Sia>b+cetc>0alors |[a—0b >a—b>c Onen déduit que
(S >n(A+¢€)) C (|Sn, —nA| > ne)

De méme si a < b—cavec c >0 alorsa —b < —c <0 et donc |a — b] > ¢ > 0. Ainsi
(Sn <n(A—¢)) C (|Sn —nA| > ne)

—x

6.A.4 Supposons x € [0, ] et posons € = )‘T Onae>0et xz < A—e. On en déduit que
(Sp < nz) C (Sp < n(A—e¢)) et donc

0 <P(S, <nz) <P(S, <nA—e¢)) <P(|S, —nA| > ne) < %
n

Par théoreme d’encadrement, on a donc

Vo e [0,A], lim P(S, <nz)=0

n—+o0o
Supposons maintenant x > A\ et posons € = m;—)‘ Onae>0et A+e <z Onen déduit

que (S, > nz) C (S, > n(A —¢)) et donc

0 < P(Sn > nz) < P(Sy > n(A — &) < P(|S, — nA| > ne) < %

Par théoreme d’encadrement, P(S,, > nx) — 0 et donc P(S,, < nz) =1-P(S,, > nz) — 1:

Ve >\, lim P(S, <nx)=1

n—-+o0o

6.B S, étant a valeurs entieres positives et suivant une loi de Poisson de parametre nA,

P(S, < nx) = Z P(S, = k) = Z (n)\)ke_m\

k!
0<k<|nz] 0<k<|nx|

et la question précédente donne

. mAF v [0 si0<z<A
nk{"{‘oo Z A 11 osioa> A

6.C

6.C.1 Avec la formule donné pour (£(f))®, on a

nk +00 (i) o
> oo = Y [ B e

0<k<|nz| 0<k<|nz]

/+oo
0 0

Notons (z étant fixé) F, la fonction sous l'intégrale. La question précédente indique (F,)
converge simplement sur R vers la fonction valant f sur [0,z[, f(z)/2 en x et nulle sur
]z, 4+00[ ; nous noterons F cette fonction. Il nous suffit de pouvoir intervertir limite et
intégrale pour pouvoir conclure. Les F), et F' et I’ étant continues par morceaux, il nous suf-
fit de vérifier I’hypothese de domination pour utiliser le théoreme de convergence dominée.
On a

k
Z (nki) f(t)efnt dt
k<|nz]

<

S (0"
Vn €N, VtE[O,a], |Fn(t)|§‘f(t)’2 k! e :|f(t)’
k=0

10



et le majorant est intégrable sur R™. On a ainsi prouvé que

k x
im _P (k) () —
A, X 0O e [ rwa

6.C.2 L est linéaire et il suffit de montrer que son noyau est réduit a {0}. Soit donc f une fonction
continue nulle hors d’un segment et telle que £(f) = 0. La question précédente montre
que Vz, f(‘f f(y) dy. Par théoreme fondamental, une primitive de f est nulle sur R et, en
dérivant, f est nulle sur R.
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