E3A MP 2015 Mathématiques 2 un corrigé

Exercice n°3

sinx

1. La fonction x — est continue sur |0, +ool.

x
sinx
=1

Sur ]0,1] On a lim
e z—0 X

sin x

donc la fonction z — est prolongeable par continuité en 0

sin x

dx

1
donc l'intégrale est faussement impropre sur [0, 1] d’ou P'existence de /
0 x

Sur [1,+oo] Soit A > 1

On effectue une intégration par parties avec des fonctions de classe C! sur le segment [1, A] :

A _; o A A A
On obtient (1) : / sinw [ cosac] _/ —i—cosxd:E — cos(1) - cos A _/ COSZT
1 1 )

x r | x? A x?
cos A
Or i =0 (2
g A—1>I-ir-loo A ( )
et la fonction z — 2w est continue sur [1, +0o0o[
x

cos T 1
etV:EG[l,—l—oo[,Og‘ 5 ‘<—2

x x

1
Or la fonction x — — est intégrable sur [1,+o00o[ par critére de Riemann & distance infinie car 2 > 1
x

| cos z|

72

Par comparaison a une fonction positive x est intégrable sur [1,4o00|

“+00
. CoS &
d’oul existence de / —2dx
1 X

sinx

dx

+oo
Par passage a la limite dans (1) (avec (2)) on obtient l'existence de /
1 T

sinx .
dx existe

“+oo
En conclusion | L'intégrale /
1 X

On pouvait aussi faire une intégration par parties généralisée en commengant par vérifier que le crochet était

convergent.
2. (a) Quand t — 0, on a at — 0
donc cos(at) =1 — % + o(t?)
ainsi 1 — cos(at) = # + o(t?) ~ # car a # 0
1— t) _.
donc 7(:;8@ ) o-ite ~ %1
donc lim 1_LS)(Oét)e_im = a_z
t—0 2 2
1— t) .
donc | Papplication t — %e_lm est prolongeable par continuité en 0
C 1 —cos(at) _yp . . ) -
(b) L’application ¢ Te "% ainsi prolongée est continue sur R.
1 —cos(at) _. 1+ |cos(at - 2
Sur [1,4o00] on a pour t > 1, %e_lm < %k_ltﬂ < 2
1-— t) _.
Comme en 1., on obtient l'intégrabilité de t — %e_m sur [1,+o0]
1 —cos(at) _;
Sur | — 0o, —1] de fagon analogue ¢ — %e“m est intégrable sur | — oo, —1]
1 — cos(at)

Le prolongement par continuité de ¢ +— e est intégrable sur R

t2
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3. (a)

OnaleC.
+ +
mi:/°m<319ﬁ%%4myﬁz/'“L;@ﬂ%%ma
12 12

—0o0 —0o0
On effectue le changement de variable affine uw = —t; —du = dt (C' , bijectif, strictement décroissante)
ainsi T— — / Lz cosloaw) ey, /*"" 1= cos(at) gy _ |

~+o00 (_u) —00 t

Ce qui prouve que |1 est réelle

On effectue un changement de variable affine, bijectif car B > 0, t = Bz ; % = dz & partir d’une intégrale
convergente
+oo +oo R2 +oo
cos(Bx B“cos(t) dt cos(t
Ainsi/ (2 )d:E:/ 72()—:]3/ 2()dt
A x AB t B At
On veut effectue ensuite une intégration par parties :
COS (t) :| t—+o00

t=AB

+2° cos(Bx)

2dx

est un crochet convergent. Donc les intégrales /

Les fonctions sont de classe C! et B [—
A X

400 :
sin(t
et B / + ( )dt ont méme nature et :

AB
—+o00 B t t—~+o00 +00 in(t
/ cos(2 x) de = B [_ cos( )} B B/ + sin( )dt
A z t Ji—aB AB t
/+oo cos(]j;w)dx _ cos(AB) B/+oo sin(t)dt
A x A AB
On suppose B > 0.
) “+oo 1 1 T—r—+00 1
Soit A > 0. Ona/ —dr = |—= = _
AT T], A A

+oo 1 _ _ +00 o3
done / 1 cos(B:E)dx 1 cos(AB) n B/ sin(t) gt
A T A t

AB
1— AB
Par un calcul asymptotique comme en 2(a), on a [limo % -0
—
+oo o3 t
a l'aide de 1 on a lim mdt —_
u—0 J,, t 2
] — cos(B
et donc par passage a la limite on obtient / ydx = Bg
0 x
o0 1 — cos(B +o0 1 — cos(—B
siB<0,ona/ ydx:/ de:—Bz
0 T 0 T 2
] — cos(B
siBzO,ona/ ydxzo
0 x
0] — cos(B B
donc | dans le cas général on a / de = H
0 x 2
tool— t
Comme I est réelle, on a I = Re(I) = / % cos(tz)dt
—0o0
+0 cos(tz) — cos(t t
puis par parité I = 2/ cos(tz) cc;sz( z) cos(@ )dt
—00

En utilisant la formule 2 cos(a) cos(b) = cos(a + b) + cos(a — b)

on obtient I = /+OO 2 cos(tx) — cos(t(x + o)) — cos(t(x — a))

dt
o 2
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400 1 _
Pour utiliser : VB € R, / 1 C;S(Bt) dt — ’B2h
0

o orit T — /+oo (1 —cos(t(z + a))) + (1 — cos(t(x — a))) —2(1 — cos(tx))dt

t2

—00

done |T = /+°° 1—cos(at) iy, _ lo+al+lz—al 2|

o t2 9
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