Corrigé de Mines MP Maths 2 - 2013

Remarque préliminaire : a) Si A est symétrique positive, soit (eq, ..., ;) une
base orthonormée de vecteurs propres, avec les valeurs propres (Aq, ..., A, ). Pour
X quelconque, soit X = >0 | zie;, ona 'XAX =310 wiha; = >0 Nia? >

0.

b) Réciproquement, si cette propriété a lieu, pour A valeur propre associée au
vecteur propre e, on a 0 < teAe = A|Je||?, et donc les valeurs propres de A sont
positives ou nulles. (Cours).

1.

Pour toute base, tr A = Y ef(Ae;); si la base est orthonormée, cela

revient  tr A = >"" | < Ae;,e; >. (Cours).

2. Cours de base.

3. Soit (eq,...,e,) une base orthonormée de vecteurs propres pour B : on

écrit Be; = \;e; (avec donc des \; > 0).

Alors tr(*AB) =" | < "ABej,e; >= Y1 N < ‘Ae;,e; >

= Z?:l )\7, teiAeZ-.

Comme on a, pour tout i, A\; = 0 et *e;Ae; > 0, on conclut comme désiré.

. Déja, {(tAA) = AA. Puis, pour tout X, X AAX = ||AX]|> > 0, donc

t AA est symétrique positive.

Soient A\; < ... < A\, les valeurs propres de ‘AA. Pour X quelconque, soit
X =", z;e; (base orthonormée associée), on a [|AX||* = "X 'AAX =
S hi? < A\ || X%, donc [|A]]2 € v/An. Mais on obtient un cas d’égalité :
[|[Aen||? = An, et ||en|| = 1. Finalement, ||A||3 est la plus grande valeur
propre (le rayon spectral, ici) de ‘AA. (Cours, encore).

. Par le théoreme spectral, on écrit *AA = PDP~! ol *AA est bien la

matrice dans la base choisie de f* o f, et ou P € O,(R), D diagonale,
ses éléments étant positifs. On peut alors choisir une matrice diagonale
& éléments positifs, soit A, telle que A? = D. Il vient ‘AA = R% oun
R = PAP~!. C’est 1a une matrice facilement symétrique positive. Si c’est
la matrice d’'un endomorphisme h dans la base orthonormée, on a a la fois
h symétrique positif et f* o f = h2.

. En général (cours), Keru* = (Imu)*. Ici, Kerh = Kerh* = (Imh)* .

Ainsi, Im h est un supplémentaire du noyau de h. Par le théoreme Noyau-
Image, h induit un isomorphisme de Im A sur h(Im(h)), qui est inclus dans
Im h. Pour de raison de dimensions, h(Imh) = Im h.

On caleule ||f(2)|]? =< f(z), f(z) >=< f*(f(x)),z >=< h(h(z)),z >
=< h(z),h(z) >= ||h(z)||. Alors, dim Ker h = dim Ker f = n—dimIm f =
dim(Im f)*. Soit s la dimension commune & ces deux espaces. On choi-
sit une base orthonormée dans chacun d’eux. L’application v qui envoie la
base choisie de Ker h sur celle de (Im f)* est un isomorphisme qui conserve
la norme.

On peut définir u, application linéaire de E vers FE, par recollement de
w = firmpo(h)™' : Imh — Imf et v : Kerh — (Im f)*. On a deux
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supplémentaires orthogonaux au départ, et deux supplémentaires ortho-
gonaux a l'arrivée. On a vu que v conserve la norme. C’est aussi le cas
de w : pour @ € Imh, [[w(@)l| = IF((R) ()] = Ih((h) @) =
Hﬁ((ﬁ)‘%x))“ = ||z||. En vertu du théoréme de Pythagore, u conserve
également la norme.

Enfin, pour x € Kerh, f(z) = 0 = u(h(z)). Pour z € Imh,u(h(z)) =
u(h(@)) = f((h)~(A(z))) = f(@).

Si on se donne A, on choisit la base canonique de R™ et f canoniquement
associé a A, on se retrouve dans les conditions de cette partie. En prenant
U de matrice v et S de matrice h dans la base canonique, la relation
f=uohdevient A=US, et U € O,(R), S est symétrique positive.

L’application g : H — Ry, h — ||x — h|| est continue par les théorémes
généraux, et atteint donc sa borne inférieure sur le compact H : il existe
ho € H tel que Vh € H, ||z — h|| = ||z — ho||. Alors, d(x, H) = ||z — hol|.
Supposons que le minimum soit également atteint en hy. La fonction q :
t > ||z — tho — (1 — t)h1]|? est un trindme en ¢, soit q(t) = at® + 2bt + ¢
avec a = Hh1 — ho||2, b=<ux— hl,hl — ho >, c= HI — thz. Si hy 7é ho,
c’est un vrai trindéme en ¢, de coefficient dominant strictement positif, et
q(0) = q(1)(= d?(x, H)). Mais alors, pour tout ¢ €]0, 1[, on a ¢(t) < ¢(0) =
q(1), ce qui est absurde, car q(t) = ||z — k||> ou k = thg + (1 — t)hy est
un élément de H par convexité. Ainsi, hg est bien I'unique point ou le
minimum est atteint.

Prenons h; quelconque dans H. On a encore

q(t) = HI‘ — h0H2 — 2(1 —t) <x—hg,h1 —hg > +(1 —t)2||h0 — h1H2. Ceci
est minoré par ||z — ho||2. Donc pour tout t € [0, 1],

—2(1 —t) <z — hg,h1 — hg > +(1 — t)2||ho — h1]|*> = 0. On en tire pour
les mémes t : —2 < & — ho, hy — hg > +(1 —t)||ho — h1||?> = 0. En faisant
tendre ¢ vers 1, il vient —2 < x — hg, h1 — hg >> 0.

Réciproquement, si cette condition a lieu, on minore, pour tout A, ¢(0)
par ||z — hol||?, ce qui montre que ||z — hy||? > || — ho||?, donc hg est bien
un point ol le minimum est atteint, que 1’on sait déja unique.

On peut supposer H non vide, et on note X I'’ensemble des combinaisons
convexes d’éléments de H. Alors X contient H (on écrit z = 1.z...). Puis,
X est convexe : si x = >0 \iw,y = >j_; pyy; sont deux éléments de
X, siAp>0,avec \p =1, il vient Az+puy = > b, )\/\ia:i—i—zgzl Y5
et P AN+ 23:1 ppe; = 1, tous les coefficients étant positifs.

Enfin, si un convexe C contient H, il contient par récurrence toutes les
combinaisons convexes d’éléments de H, c’est-a-dire contient X. On a
montré ainsi que X est le plus petit convexe contenant H.

La famille (x2 — z1,...,, — 1), constituée d’au moins n + 1 vecteurs de
E, est liée : on trouve donc pa, ..., i, non tous nuls, tels que pa(xe — 1) +
o + pp(xp — 1) = 0, puis on pose w1 = —(u2 + ... + pp), on a toujours
des p1; non tous nuls, et les deux relations voulues.

Notons J ’ensemble nécessairement non vide des ¢ tels que p; > 0. Soit
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6 = min{~",i € J}. Alors § > 0. Pour un i quelconque, si pu; > 0, on a

X —Op; > 6; si p; > 0, par choix de #, on a encore \; — Ou; > 0. Enfin, il
y a un indice k € J qui donne le minimum, si bien que Ay — Qui = 0.
Alors, z =  — 00 = >, (\; — u;)x;, c’est bien 14 une combinaison
convexe d’au plus p — 1 éléments de H.

Six € conv(H), soit alors £ = min{p > n+1,z s’écrit comme combinaison
convexe de p éléments de H}. Il existe par hypothese et parce que N est
bien ordonné, et on vient de voir que ¢ n’est pas au moins égal a n + 2.
C’est donc que £ =n + 1.

Considérons

f: HME x A — E, ((561, ...,l‘n+1), (tl, ...,tn+1)) =121+ oo 1 Tn1-
Cette application est bien définie, et continue par les théoremes généraux.
Son ensemble de départ est compact (car un produit de compacts l'est), et
son image est conv(H ), on vient de le voir : cette image est bien compacte.
Remarque : A est en effet naturellement fermé, car défini par des conditions
continues et fermées, et borné : pour tout ¢ € A, on a pour tout i, 0 <
t; < 1.

11 est notoire que O, (R) est compact (c’est un fermé borné de l'espace
vectoriel de dimension finie M,,(R)). D’apres la question 15, son enveloppe
convexe est compacte.

Si A € On(R), on a pour tout X de norme 1 : ||[AX]|| = ||X]|] = 1.
Donc [|A]|2 < 1. C’est dire que O, (R) est contenu dans la boule B. Or, il
est bien connu qu’'une boule est convexe. Cette boule B contient alors par
définition le plus petit convexe qui contient O, (R), donc conv(O,,(R)).

D’apres la caractérisation vue & la question 11, < M — N,V — N >< 0,
soit < M — N,V ><< M — N, N > ou encore tr(AV) < tr(AN). D’autre
part, M # N, donc < M — N, M — N >> 0,donc < M — N, N ><<
M — N, M >, ou encore tr(AN) < tr(AM).

Ainsi, pour tout V' € conv(O,(R)), tr(USV) < tr(USM). On peut choisir
V =U"1 don tr(S) = tr(VUS) = tr(USV) < tr(USM).

On choisit une base orthonormée de vecteurs propres pour .S : pour tout
i, Se; = A\;e;. Alors, tr(S) = >0 A,

Par ailleurs, tr(MUS) = Y1 | < MUSe;,e; >= i, \i < MUe;,e; ><
S Ail|MUel|]les]| < Yoy Ai (on a utilisé 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
la positivité des A;, le fait que ||Ue;|| = ||e;]| = 1, et le fait que pour tout
X par hypothese, [|[MX|| < ||X]]). C’est bien I'inégalité tr(MUS) < tr(S).
Comme tr(USM) = tr(MUS), on est parvenu a une contradiction. C’est
donc qu’il n’existe pas de M comme supposé, et enfin que conv(O,(R)) =
B.

Soit X quelconque non nul. On a || X|| = |[[UX]| =|[3VX + ;WX]| <
sIVXI + 5l WX < 311X+ 5]1X[] = [|X]| (puisque V, W sont dans
B; de son c6té, U conserve la norme).

On a donc la un cas d’égalité dans I'inégalité de Minkowski, qui entraine
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en particulier que VX et WX sont liés. Soit D une droite qui contient
UXetVX.OnaUX = %VX—{— %WX € D; comme UX # 0, UX dirige
D. 11 existe alors un « tel que VX = aUX, puis U"'VX = aX. Nous
sommes arrivés a la situation classique ot pour tout X (non nul...), ZX
et X sont liés, avec Z = U~'V. Donc Z est scalaire. On procede de méme
pour W et ainsi V = U, W = SU. Mais alors ||V]]2 = |o||U]|2 = | <1,
de méme |B| < 1. Enfin, 2U = (a + 8)U, donc aw + § = 2. On a alors
a=08=1,donc U =V =W comme désiré.

Ecrivons d’apres la question 9, A = US. Le théoreme spectral donne
S =RDR™! avec R € O,(R) et D a éléments diagonaux positifs ou nuls.
Il vient A = (UR)D(R™'), de la forme A = PDQ, ot P = UR est bien
orthogonale, ainsi que Q = R~

Ona ||[AX|? = H{(AX)AX = 'X'Q'D'PPDQX = *(QX)D?QX, qu’on
sait inférieur pour tout X a || X||> = ||QX]|>. En prenant QX = e;, il
vient d% < 1. Mais si tous les d; valaient 1, on aurait D = I, et A = PQ
serait orthogonale, ce qu’on a exclu.

Si une matrice diagonale G est telle que toutes ses valeurs propres sont
comprises entre —1 et 1, alors la matrice PG(Q est dans B. En effet pour
tout X, [|GX|[? = 3701, gfa? < ||X[]%. Puis [|[PGQX]|| = [|GRX]| <
QX | = ||].

Considérons 8 = 1 — d; > 0 par hypothese. Choisissons un a # 0 tel
que —3 < a < . Posons D,, diagonale, d’éléments diagonaux d;, sauf
d; remplacé par d; + o, et de méme pour D_,, ol d; est remplacé par
d; — a. Les conditions sur « assurent que o +d; < 1,—a+d; < 1l,a +
dj > —=1,—a +d; > —1. D’apres notre préambule, les deux matrices
A, = PD,Q et A_, = PD_,Q sont donc dans B. Enfin, la relation
Do+ D_o=2D ménea A, +A_,=2Aet 'ona A, # A. On a montré
que A n’est pas extrémale.



