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EXERCICE 1

Q1. Voici un code possible.

import math#Suppose definitivement importe dans la suite
def estPremier(n):

77”7 Donnee : un entier naturel n superieur ou egal a 2

Resultat : le booleen indiquant si n est premier ou non

for i in range(2,int(math.sqrt(n))+1):

if n%i==0:
return False
return True

MM

Q2. Voici un code possible.

def liste_premiers(n):
””?7Donnee : un entier naturel n superieur ou egal a 2.

Resultat : une liste contenant tous les entiers premiers
inferieurs ou egaux a n.”””
L={]

for i in range(2,n+1):
if estPremier(i):
L.append (i)
return L

Q3. Voici un code possible.

def valuation _p_adique (n,p):
”7?”?Donnee : deux entiers naturels n et p
superieurs ou egaux a 2.

Resultat : la valuation p—adique de n
obtenue par un algorithme iteratif”””
compt=0
while n%p==0:

compt+=1

return compt

Q4. Voici un code possible.



def valuation_p_adique (n,p):
77”7 Donnee : deux entiers naturels n et p
superieurs ou egaux a 2.

Resultat : la valuation p—adique de n
obtenue par un algorithme recursif”””
if n%p!=0:

return 0
else:

return 14+valuation_p_adique(n//p,p)
Q5. Voici un code possible.

def vdecomposition_facteurs_premiers(n):

”7”Donnee : un entier naturel n superieur ou egal a 2.
Resultat : sa decomposition en facteurs premiers
comme une liste de couples, conformement a 1’enonce.”””

L=
for i in range(2,int(math.sqrt(n))+1):
if estPremier(i):
L.append ((i,valuation_p_adique (n,i)))
return L




Elements de correction

Probléme :

Préliminaires :
1. Soit n € N qui n’est pas un carré parfait (le carré d’un entier naturel). On suppose par I’absurde
a
que /n = 3 avec a Ab=1.

a. On peut supposer que b est un entier strictement positif (quitte & prendre opposé de a). On
ne peut pas avoir b = 1 car sinon, v/n = a € Z or n n’est pas un carré parfait. Donc b > 2. Par le
théoreme de décomposition en produit de nombres premiers, b admet donc un diviseur p premier.

Au passage, on rappelle que 1 n’est pas premier.
2
a
b. Alors n = —. Réflexe de raisonnement arithmétique : on ne manipule pas des fractions! On

2

réécrit donc nb?> = a?. Ainsi, np? = a2, donc p divise a®> = a x a. Comme p est un nombre

premier, par le lemme de Gauss, p divise a (ou p divise a...).

Ainsi, a et b sont divisibles par p donc ne sont pas premiers entre eux. Contradiction et résultat :

\/n n’est pas rationnel.

2. Soit p un nombre premier et k € [1,p — 1].

a. On remarque que k!(p — k)! <Z> =p!=px (p— 1)l Donc p divise kl(p — k)! (Z)

Or p est premier avec tout entier j € [1,p — 1]. Donc p est premier avec tout produit d’entiers
jel,p—1]. Ainsi, pAkl(p—k)! car k € [1,p —1].

Par le lemme de Gauss, p divise donc (¥) pour tout k € [1,p — 1].

Attention : p ne divise pas (5) ni (Z)
b. En travaillant dans Z/pZ, le dernier résultat se traduit en (}) = 0 mod p pour tout k € [1,p—1].

Pour tout (a,b) € Z?, comme Z/pZ est un anneau commutatif, on peut appliquer la formule
du bindéme de Newton et on obtient :

p
(a+b)P = Z (Z)akbp_k =0+ a” + V¥ mod p.
k=0

3. a. On peut remarquer que si 2> = d mod p, alors (—z)? = d mod p. 1l suffit donc de calculer

_1)2
0%,12,22, ..., % modulo p car alors (p — 1)2 = 12, (p — 2)? = 22... etc...
Les carrés de Z/11Z sont donc{ (0 mod 11)2, (1 mod 11)2, (2 mod 11)2, (3 mod 11)2, (4 mod 11)2, (5 mod 11)2} =
{0,1,4,9,5,3}.

b. Effectivement !



n—1 n—1

2ikm ( 2 )’“
4. Soit n > 2. S, = ex = exp(— est une somme de premiers termes d’une
> 2.5, ;0 p(= =) ;0 p(=>) p

2
suite géométrique. On rappelle que sa raison exp(—) est différente de 1 car n > 2. Donc S,, =
n
2inm

1 — exp( ) 9%
) = 0 car exp( nr

24 ) =1
1 —exp(—
n

Partie 1 :

1. a. Z[)] est une intersection de sous-anneaux de (C, +, x).
En particulier (Z[d],4) est une intersection de sous groupes additifs, donc un sous groupe
additif de (C, +).
Si (a,b) € Z[5)?, alors pour tout A sous anneau de (C,+, x) contenant 6, a € A et B € A.
Comme A est un sous anneau (donc stable par produit interne), a x b € A. Finalement,
axbe(Naea, A=2Z[6].
De méme, 1 € Z[] (rédaction laissée au lecteur non passif).

Ainsi, Z[4] est un sous-anneau de (C, +, X).

b. Si B est un sous-anneau de (C,+, x) contenant 0, alors B € As. En particulier, Z[§] =

BN (ﬂAeAé\{B}) est une partie de B. Donc Z[d] C B.
On vient de montrer que Z[d] est le plus petit sous-anneau de (C, +, X) contenant .
2. a. Supposons ¢ € Z. Alors Z est un sous anneau de C contenant ¢. Par statut minimal de Z[4],
on a donc Z[d] C Z.
MATIS, n’oublions pas de remarquer que 1 € Z[d]. Alors pour tout n € Z, n-1 € Z[] qui est
un sous groupe additif de C. Donc Z C Z[].
FInalement,
Z[8) = Z.

b. On procede par double inclusion.
L’une est classique : si § € Z[d], alors par stabilité du produit et donc des puissances en
particulier, Vk € N, §* € Z[§]. Comme Z[§] est un sous groupe additif de C, Ya € Z,axd* €
Z[6]. Finalement, pour tout P € Z[X], P(4) € Z[d]. Donc :

(P(6)|P € Z[X]} C Z]3).

Réciproquement, il serait plus délicat de montrer que tout élément de Z[d] est un polyndme
en ¢. Il faut donc une autre approche, utilisant les propriétés de Z[4].
Par statut minimal de Z[d], il suffit de montrer que {P(0)|P € Z[X]} est un sous anneau de C
contenant J. D’apres la question 1.b, nous aurons alors I'inclusion Z[§] C {P(8)|P € Z|X]}.
On montre facilement que {P(d)|P € Z[X]} est un sous groupe additif de C, que {P(5)|P €
Z[X]} est stable par produit et que 1 =§° € {P(d)|P € Z[X]}...

c. NON : par exemple, i = i dans Z][i].

3. a. La relation est réflexive, symétrique et transitive. Aucune difficulté.

b. Définissons les lois +, et x,, suivante sur Z[d]/(p) :
Pour (a,b) € (Z[5]/(p))?, on pose +pbi=a+betax,b:=axb.
11 suffit de montrer que le résultat ne dépend pas du choix des représentants des classes a et b.

Par construction, ¢ est bien un morphisme (immédiat) et surjectif car tout élément a € Z[d]/(p)
admet a € Z[d] comme antécédent.



Partie 2 :

On suppose dans cette partie que le nombre complexe § vérifie les conditions § ¢ Z et 62 € Z. On note
d =62
L’entier p est toujours premier et impair.
1. D’apres la question 2.b, Z[§] = {P(d)|P € Z[X]}.
Soit P € Z[X]. Alors P(8) = SN 46" = ST0/2 a16% 4+ SN2 gy 416701,
Or 6% = d* € 7Z. Donc par somme et produits d’entiers, P(§) = ng + mod en posant ng =
SV2 aopdt € 7 et mg = SN2 agp i1 d® € 7.
Finalement,

Z[(S] = {’no + 5m0\(n0,m0) € ZQ}.

2. ler cas : si d < 0, alors 6 € iR. Soient (n,m) et (n’,m’) couples d’entiers tels que a = n + dm =
n' + dm’. Par unicité des parties réelles et imaginaires des nombres complexes, n = n’ et m = m/.
2eme cas : si d > 0, alors § € R\ Q d’aprés les préliminaires. Soient (n,m) et (n/,m’) couples
/

-n

—

d’entiers tels que a = n 4+ dm = n' + dm’. Si m # m/, alors § = € Q ce qui est absurde.
Donc m = m/ et par suite, n = n/.
On suppose toujours p premier impair et on suppose que d A p = 1.
3. Soit @ € Z[8]/(p) tel que a2 = 0, cest a dire (n + 6m)2 = 0 donc il existe (n/,m’) entiers tels que
(n+ 0m)? = n? + 26nm + dm? = p(n’ + om’).
L’unicité de I’écriture démontrée dans la question précédente permet d’écrire alors :

2nm = pm’ et n? 4+ dm? = pn'. En particulier, p divise 2nm et n2 4+ dm?. Comme p est impair,

donc premier avec 2, par le lemme de Gauss, p divise n ou m.
Si p|m, comme p|n? + dm?, alors p|n? et finalement p|n.
De méme, si p|n, alors p|m?d et comme p est premier avec d, plb.
Ainsi, p|nd + m cest a dire (n 4 6m)? = 0.
Pour tout a € Z[d], si a = n + dm, on note a® =n — dm et N(a) = a x a’.

4. Soit a € Z[§], N(a) = n? — dm? € Z par somme et produit d’entiers.

5. Pour @’ = n’ 4+ ém’, on remarque que N(aa’) = ... = N(a)N(a').
De plus, on remarque que si @ = b, alors N(a) mod p = N(b) mod p
Si @ est inversible dans Z[d]/(p) onadonc 1 = N(1) mod p = N(aa~!) mod p = (N(a) mod p)(N(a~! mod p).
Donc N(a) est inversible modulo p, c’est & dire N(a) Ap = 1.

Réciproquement, si N(a) A p = 1, alors N(a) est inversible modulo p et alors aa’N(z)~! =
N(2)N(z)~! =1 mod p.

Donc a est inversible d’inverse a“N (a) 1.

6. Supposons que d n'est pas un carré dans Z/pZ. Soit @ non inversible dans /Z[d]/(p). Alors d’apres
ce qui précéde, p A N(a) # 1 donc p|N(a) car p est premier. Ainsi, si a = n + dm, p|n? — ém?, c’est
a dire dm? = n? mod p.
Si p ne divise pas m, alors m mod p est inversible dans Z/pZ (qui est un corps) et d = a?h=2 =
(ab=1)? mod p, ce qui contredit I’hypothese faite sur d.
Ainsi, p divise m puis p divise n? et donc n. Donc @ = n + dm = 0.

Le seul élément non inversible de Z[d]/(p) est donc I’élément nul donc Z[0]/(p) est un corps.



Partie 3 :

Soit :
" { ((Z/pZ)*,x) — ((Z/pZ)",x)
(r mod p) + (x mod p)?
1. L’application ¢ est un morphisme de groupes MULTIPLICATIFS et kerq = {z € Z/pZ|z*
(1 mod p)}.
Or 22 = (1 mod p) si et seulement siz? — (1 mod p) = (z — (1 mod p))(x + (1 mod p)) = 0.

Comme Z/pZ est un corps (donc inteégre), on en déduit que x = +(1 mod p). Ainsi, kerqg =
{(1modp), (—1modp)}.

2. Dans un exercice, on a montré le théoreme du rang pour les morphismes de groupes :
Card ((Z/pZ)*) = Card(Ker q) - Card(Im q).

3. Ici, Card(ker ¢) = 2. De plus les carrés non nuls sont exactement les éléments dans I'image de la fonc-
_ Card((Z/pZ)")
B 2

tion ¢. Donc le nombre de carrés non nuls dans Z/pZ est égal a Card(Im(q))
p—1
5
4. Par le théoréme de Lagrange, on montre la formule d’Euler :

VxEZ,xApzléx”(p)Elmodp.

(ici, ¢(p) =p —1).
5. En posant y = zP~1/2 on obtient y? = zP~! = (1 mod p). Donc y € kerq et finalement, y =

z®P=1/2 est congru & 1 ou (=1) modulo p.

6. Il y a exactement L carrés non nuls dans Z/pZ.

Comme Z/pZ est un corps, donc intégre, I’équation polynomiale z®=1/2 _1 de degré b admet

2

solutions. Or, si « est le carré de y, forcément z?~1/2 = yP=1 = 1, donc z est

p—
au plus

solution.

Ainsi, I'équation polynomiale z(»~1/2 — 1 admet exactement L solutions qui sont exactement

les carrés modulo p.

7. a. Remarquons qu’étant donné que p est impair, p > 2 et (—1)¥ = 1 si et seulement si k € 27Z.
Alors :
(—1) est un carré dans Z/pZ si et seulement si(—1)P~1/2 = 1 mod p si et seulement si(p —
1)/2 € 27Z si et seulement sip — 1 € 4/Z si et seulement sip = 1 mod 4.

b. On retrouve que 2 est un carré modulo 17 mais pas modulo 11 en calculant 2(?~1/2 modulo p
pour p = 11 puis p = 17.
Soient des entiers n et n’ non divisibles par p.
8. — sinetn sont des carrés de Z/pZ, alors n(P~1/2 = 1 et (n)P~1/2 = 1, donc (nn')P~1/2 =

1 x 1 =1. Ainsi, nn/ est un carré modulo p.

— si n est un carré de Z/pZ et n’ n’est pas un carré de Z/pZ, n?~1/2 =1 et (n)P~D/2 = 1,
donc (nn/)(P=1/2 = 1 x (=1) = —1. Ainsi, nn’ n’est pas un carré modulo p.
— si n et n/ ne sont pas des carrés de Z/pZ, alors n?=1/2 = —1 et (n/)P~1/2 = —1, donc

(nn’)(P=1/2 = (~1) x (=1) = 1. Ainsi, nn’ est un carré modulo p.

um
(7

9. Soit j = exp 3 ). On suppose en plus p # 3.



a. Dans C, j est inversible et j~! = j2 car j3 = 1. Or 52 € {P(j)|P € Z[X]} = Z[j]. Donc j est
inversible dans Z[j]/(p) d’inverse j2 = j2.
On pose b = j — j 1, élément de Z[j]/(p).
b. Alors b2 = (j—j )2 =42 -2+ 2=42-24+j4=52-2+j=-3+(1+j+4%) =—3car
1+j+j%=0.
Ainsi, (—3) est le carré de b dans Z[j]/(p). Attention : b n’est pas un élément de Z...
Comme p > 3, p ne divise pas (—3).
Alors (—3) est un carré modulo p si et seulement si(—3)®~1/2 = 1 mod p si et seulement
si(dans Z[j]/(p)), (b*)P~1/2 = 1 si et seulement sibP~! = 1 si et seulement sib? = b car b est
inversible dans Z[j]/(p) car b*> = —3 est inversible modulo p pour p > 3.
Finalement —3 est un carré dans Z/pZ si et seulement sib? = b dans Z[j]/(p).
c. Or, bP =(j—j 1P =47+ (—j 1P = jP — j7P car p est impair.
Ainsi, (—3) est un carré modulo p si et seulement sij? — j7P = j — j L.
On remarque que jP — j7P est respectivement égal a
e 0sip=0[3,
o j—j tsip=1[3],
o j2—j2sip=3[3].
Finalement, (—3) est un carré si et seulement sip = 1[3].
d. D’apres la question 8., 3 est un carré de Z/pZsietseulementsi (—3) et (—1) sont tous les deux
carrés ou bien ni (—3) ni (—1) ne sont des carrés.
Donc p = 1[3] et p = 1[4] (c’est & dire p = 1[12]) ou bien p = (=1 — [3] et p = (—1)[4] (c’est &
dire p = (—1)[12])
10. Soit w = exp(z%), vu comme élément de Z[w]/(p) d’inverse w™
On calcule b? = w? — 2w™2 = 2.

Donc par un raisonnement similaire, 2 est un carré sietseulementsi b = wP +w™P = b.

1 1

=—wetb=w—w"

On remarque que pour des valeurs de p impair :

e sip=1[8],b? =b
e sip=3[8],b0P = —b
e sip=5[8

[

Finalement, 2 est un carré modulo p si et seulement sip = £1[8].

Partie 4 :

Le nombre p est toujours un nombre premier impair.
2im
On définit la fonction de Legendre L, Soit ¢ = exp(—).
p

On définit la somme de Gauss relative a p par le nombre complexe G = Z L,(a)C*.
a€L/pZ
1. a. Soit (a,t) € Z*?. Alors L,(a*t) = Ly(a®) x Ly(t) = L,(t) car a® est un carré donc L,(a?) = 1.
b. Soit S = > Ly (ab)¢*t.
(a,b)e((Z/p2)*)?
A tout couple (a,b) € (Z/pZ*)?, on peut associer un unique couple (a,t) en posant t = ba~'.

L’élément t est inversible par produit d’inversibles. Ainsi,



S = Y. Ly(a(at))¢tten

(a;t)e((Z/p2)*)?

= D Lty

(a;t)e((Z/pZ)*)?

= D Lt

(a,t)e((2/pZ)*)?

= Z Lp(t) Z Ca(1+t)

te(Z/pL)* a€(Z/pL)*
Pour t = (—1), Z ¢+ — (p — 1) (nombre de termes tous égaux 4 1)
a€(Z/pZL)*
Pour t # (—1), Z ¢ttt — Z ¢* par un changement d’indices et donc
a€(z/p)* be(Z/pZ)*
Z o+t — Z ¢ ) —=¢®=0-1=(-1) en complétant la somme.
a€(Z/pZ)* be(Z/pZ)
Finalement,

S=(p-1-Ly(-1)— Y Lyt
re(@/pE\ (1)

c. Remarquons que )¢ (z/pz)- L,(a) = 0 car il y a autant de carrés modulo p que de "non-carrés”

modulo p. Cette somme est donc constituée d’autant de 1 que de (—1).

Alors G? = Z Ly(a)¢* ] - Z Lp(b)Cb

a€(Z/pZ) be(Z/pZ)
= (@¢* || Do Lp(®)¢" | car Ly(0) =0
Z/pZ)* be(Z/pL)*
= < L p(@)Lp(b)¢C°
(a,b)e((2/pZ)*
(a b) E((Z/pZ
=5= —1) — Z L,(t) d’apres ce qui précede

te(Z/pz)*\{—1}
=p-Lp(=1) - Z Ly(t) = pLy(—1) — Z Ly(t) = pLy(-1) = 0.

te(Z/pZ)* t€(Z/pZ)
Finalement,

G*=p- (_1)(1)—1)/2.
2. Soient p et ¢ deux nombres premiers impairs distincts.
a. On a déja vu que Ly(a) = Ly(¢%a) = L,y(q) - Ly(qa).
Si L,y(a) =0, alors Ly(a) = (Ly(a))q.
Si L,(a) =1, alors Ly(a) = (Ly(a)p)?
Enfin, si L,(a) = (—1), alors L,(a) = (Ly(a))? car ¢ est impair.
b. Posons t = aq comme précédemment.

Y (L@ modg= Y ((Ly(a))?¢*?) mod g

a€(Z/pZ)* a€(Z/pZ)*
= Y Ly(q)Ly(aq)¢™ mod g
a€(Z/pZ)*



= Y Lylg)Lp(t)¢" mod ¢

te(Z/pZ)*

=Ly(a)- D, Ly(t)¢" mod g
te(Z/pL)*
= L,(q) -G mod q.

c. En utilisant la question 2.b des préliminaires,
q

G!= Z Ly(a)¢* | mod q= Z (Lp(a)¢*)* mod q = L,y(q) - G mod q.
a€(Z/pZ)* a€(Z/pZ)*
d. D’aprés la question 1.c, (G*)™1/2.G mod g = (p- (—1)P~Y/2)@=D/2 . G mod ¢
= pla—/2. (_1)(p—1)(q—1)/4 -G mod ¢
=L,(p)- (_1)(10*1)(%1)/4 -G mod ¢
3. Finalement, on obtient par 2.c et 2.c:

Ly(q)G = G1 = (G*)a=Y/2 = (—1)P=D=D/A L (p)G mod q.

Ainsi, L,(q)G = (-=1)P~ D@D/ (p)G mod q.

En multipliant par G, on obtient :

Ly()G? = (—1)"% 7 Ly(p)G? mod ¢

donc par 1.c :

ya

1 g1 B
Ly(@p(~1)""V = (=1)"F T Ly (p)p(~1)""" mod ¢
Or pA g =1 donc p(—1)P~1/2 = 4p est inversible dans Z/qZ. Finalement,

p—1 g—1

Ly(q) = (=1) = 7= Ly(p).



