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Exercice On note A = {n + my/2, (n,m) € Z*} . On rappelle que v2 ¢ Q.

. soitz =n+my2€ Aety =n'+m'v2. Ona N(z) = z.¢(

Supposons x = n + mv2=n'+m ﬂ avec n,n/,m,m’ entiers relatifs. on a donc n —n' = \/i(m —m).
Sim 7é m/ on peut écrire v/2 = ce qui n’est pas possible puisque v/2 2 ¢ Q. Donc m = m/ et par suite
n= TL .

On sait que (R, +, X) est un anneau et A C R.

+ et x sont deux lois de composition internes sur A puisque (n+m+v/2)+(n'+m’v/2) = (n+n')+v2(m+m’)
et (n+my/2) x (n' +m'v2) = nn' + 2mm’ + V2(nm’ +mn') € A.

Elles sont toutes les iatives , et ¢ ives ( pourquoi le redémonter !!!!) .

x est distributive sur +.( pourquoi le redémonter !!!!
L’élément neutre pour + est 0 = 0 + /2.0 don
—(n+ mf) —n—my2

L’élément neutre pour x est 1 = 1+ 0v/2 donc|1
On en déduit que (A, +, x) est un anneau commutatif (On aurait pu prouver aussi que c’est un sous-anneau de
®,+,%))

m’ m

. Tout élément de A est inversible pour -+ puisque

. ¢ estune application de A dans A.siz =n+ myv2ets’ =n' +m'v2ona

ox+a')=on+n' +V2m+m)) =n+n +V2m+m') = ¢(x) + o(z')

d(aa’) = o(nn + 2mm’ + V2(nm' +mn')) = nn' + 2mm’ — V2(nm’ +mn')
= (n—mV2)(n' - m'V2)
= ¢(@).6(a)
¢(1) =1

Pour montrer que ¢ est bijective , on peut remarquer que pour & = 1 — my/2,
Gop(x) = p(n —mV2) =n+mv2 =z.

Donc ¢o¢ = Id 4 Ainsi ot = .

Donc ¢ est un automorphisme de A

=n?-2m?% et N(y) = y.6(y) = n'> — 2m"?
Donc
N(zy) = zyo(zy) = zyd(x)d(y) = N(z)N(y)

x est une loi de composition interne sur A* puisque si et y sont inversibles dans A pour x il existe z’ et 3/
dans A tels que zz’ = 1 et yy’ = 1. on a alors zy.z'y’ = 1 donc 2y’ est I'inverse de zy dans A.

x est clairement associative, I’élément neutre 1 € A* |, et par définition tout élément de A* est inversible et son
inverse appartient a A*.

(=) Supposons que N (z) = 1. on a alors z¢(x) = 1 donc x est inversible et 27! = ¢(z). De méme si
N(z) = —1.on aalors z¢(x) = —1 donc x est inversible et 27! = —¢(z)

roquement supposons que x = n + m/2 est inversible dans A : il existe y = n/ + m’v/2 dans A tel
que zy = 1. Ainsi N(zy) = 1 = N(2).N(y) = (n? — 2m?)(n'?> — 2m?) et N(z) € Zet N(y) € Z .

Dans Z les seuls éléments inversibles sont 1 et —1. Donc N(z) = 1 ou bien N(z) = —1

N(1+V2) = —ldoncz =1++/2 estinversibleetz™! = (1+v2)~' =
1+v2) x (-1+v2)=1)

Attention il fallait vérifier que 1+I\/§ s°érit bien sous la forme 1, + m/2!!!
On sait que A* est un groupe pour x donc pour tout entier naturel n, (1++v/2)" = (14++/2)(1+ f) (1+v2) €
A* puisque x est une loi de composition interne dans A*. De plus I'inverse de (1 4+ v/2)™ est (—1 + v/2)"

—(z) = =1+ /2 (on vérifie que

. Soitz = a+ b2 € A* avec a, b entiers naturels non nulsA

(a) sia?—2b*> = 1alors a® = 1+ 2b* donc b? < a* <4b
sia? —2b? = —1 alors a? = —1 + 2b? donc b? < a? < 4b?

(b

(c

On en déduit que b < a < 2b

Onpose”“"[ (a+bV2)(~1++2) = —a+2b+ (a— b)V2 = a; +2b.
Notons que a; + v/2b; appartient a A* puisque A* est un groupe.

Onaa; = —a+2b>0et—a+2b< apuisqueb < a < 2b

De méme by = a — b > 0 puisque b < a et by < b puisque a < 2b

Considérons, pour z = a + byv/2 € A* avec a,b deux entiers naturels non nuls, I’élément

y*‘;:b\‘[*—a+2b+(a—b)\/§fal+benadapresceqmprecede0<a| aet0< b <b.

Premier cas On a alors y = a; qui est inversible dans A donc tel que N(y) = a? = +1.1a

seule possibilité est a; = 1. Conclusion "“’f =1letdonc|a+bv2=1++2

Deuxiéme cas : On peut alors recommencer le processus puisque a; et by sont deux entiers
naturels non nuls , et poser
ay +v/2b a+v2b. N
az + V2, = = Vb, :*f(eA
T14V2 (1422

cet élément vérifie 0 < ax < ajet0 < by <by <b

la discussion recommence : si on obtient alors nécessairement a; = 1 donc

a+V2b=(1+2)?

S n réitérer le processus nstruir Dby = 22tV2bo. _ atV3b. ,etc....
on peut réitérer le processus et construire az -+ v/2bs TiVZ (Hﬁ)g,ctc

Mise en forme: considérons pour tout entier £ > 0 I’élément x;, = ay, + V2by, = %
A* puisque (1 -+ v/2)* est inversible .

Soit E = {k € Ntels que 0 < aj et 0 < by} . E contient 0, et lorsque k € £ onaalors 0 < apq1 < ay
et 0 < bgy1 < by. Ainsisoit b1 > Oetdanscecasonak + 1 € F, soit byy1 = 0 et dans ce cas on a
akr1 =1

En supposant que E = N, la suite (by,) serait strictement décroissante a valeurs dans N, ce qui est
impossible.

Donc il existe un entier naturel ng tel que ng € Eetng+1 ¢ E

qui appartient &

le principe de récurrence

prouverait que £ = N) .donc b,,,+1 = 0etay,,+1 = 1dou

Conclusion : il existe un entier naturel & € N tel que a + v/2b = (1 + \[)k
Réciproquement nous savons que (1 + v/2) est inversible dans A d’inverse (—1 + v/2)*
Considérons maintenant un élément quelconque = a + by/2 de A*

Pour cet élément N (z) = a? — 2b* = +1, donc a ne peut étre nul.

remarquons que x inversible < ¢(z) inversible puisque ¢ est un automorphisme

On adonc 4 cas :

0 < aet0 < bl dans ce cas il existe un entier naturel & tel que z = (1 + \/5)"

0 <aeth< 0] dans ce cas ¢(x) = a — by/2 : on se ramene au premier cas pour ¢(z): il existe un entier
naturel k tel que ¢(z) = (1 + v/2)* donc = (1 — V2)*

: dans ce cas —¢(z) = —a + b/2 : on se ramene au premier cas pour —¢(z): il existe un

entier naturel k tel que —¢(z) = (1 + v/2)* donc 2 = —(1 — V/2)*

a<0etb<0}danscecas —x = —a— bv/2 : on se raméne au premier cas : il existe un entier naturel &

tel que —2 = (1 +v/2)* donc x = —(1 + v/2)*

Conclusion
A= {i(l £V2)"ne N}




PROBLEME

Partie I : Etude des longueurs des séries.

1 Li(Qn) = [1,n].
Sim <n,

)éme

{L1 = m} se réalise si et seulement si les m premiers lancers donnent Pile et le (n + 1 Face ou les m

premiers lancers donnent Face et le (n + 1) Pile. Ainsi:

[{Li=n}=(PiNPN 0PN Fni) URNF NN Fp 0 Prs). |

Par incompatibilité P(Ly =m) =P(PLN PN+ NPypNFyi1) + P(FLNFa NN Ep N Prya).

Par indépendance : P(Ly = m) = P(Py) P(P,)... P(Pp) P(Frnt1) + P(Fy) P(F) ... P(Fy,) P(Ppy1).

|Vm<”* P(Ly =m)=p’"q+q"‘p‘

‘ Sim=mn, P(Ly =n)=p" +q"

2. a. La(wy) =[0,n—1].
2. b. Soit m et k deux éléments de N* tels que m + &k < n.

{L1 =m}N{Ly = k} se réalise si et seulement si les n premiers lancers donnent Pile, les k suivants Face et

eme eme

le (m + k + 1) Pile ou les m premiers lancers donnent Face, les k suivants Pile et le (m + k + 1)°™° Face.

Ainsi:
{Li=m}n{Ly=k}=(PiN---NPyNFpi1N--NFpik NPy 1) UFL N NEp NPy NN Py N
Foikr1)-

Soient n et k deux éléments de N*. Par incompatibilité puis par indépendance ,P({Ly = m} N {Ly = k})

vaut encore :

m m+k m m+k
(H P(Pi)) ( 11 P(Fi)) P(Ppyrt1) + (H P(Fi)> < 11 P(Pl)> P(Fii1)-
i=1 =1

i=m+1 i=m+1

‘ Vne N, Vk € N*, P({Ly =m} N {Ls = k}) = p"™ 1 g* + ¢+ p* .

c. Sim+k=n

‘ Vn e N*, Vk e N*, P{Ly=m}N{Lo=k})=p"¢" "™ +qmp" ™.

d. ({Ll = m})1<m<n est un systéme complet d’événements. La formule des probabilités totales donne

alors :
P(La =)= 3" PUL = m}  {Ls = k).

n=1

n—k—1
Ainsi P(Ly = k) = Z (pm+lqk +qm+1plf) 4 pTgtTT g g™
=1

n=
_ pn—k—1 n—k—1
kol =P

n—k _k
RS s P

+pn—k‘qk +q

Finalement

P(Lg _ k) _ qk—1p2(1 _pn—k—l) + q2 pk—l(l _ qn—k—1> +pn—qu + qn—kpk"

e. On a (Ly =0) = (Ly =n), donc P(Ly =0) = p™ + ¢".
Partie IT : Etude du nombre de séries lors des n premiers lancers.

1. e N; est la variable certaine égale a 1.

\ Ni(Q) = {1}, P(Ny =1) =1 et E(N;) = 1. \

o Ny(Q) =[1,2]. {N; =1} = (PN P,)U(F1NF,). Par incompatibilité et indépendance on obtient :

11 11 1

P(Ny = 1) = P(PLN P) + P(Fi N Fy) = P(P) P(P) + P(R) P(Ra) = S 5+ 55 = 5
1 1
AlorsP(N2:2):17P(N2:1):17§:§-

1 13
E(N)=1x 5 +2x 3=

No(Q) = [1,2], P(Ns = 1) = P(Ny = 2) = % ot E(Ny) = g ‘

5 5 1 s 1 5
A Remarque E(N3)=1%x 3+ 22 x 3= ; et V(Ny) = B(N3) — (E(Nz))2 =

e N3(Q) =[1,3]. {Ns=1}=(PLNPNP3)U(FiNF,NF3).
Par incompatibilité et indépendance on obtient :

P(N3y =1)=P(PLNP,NP3)+ P(Fi N F>,NF3) = P(P) P(P) P(Ps) + P(Fy) P(F>) P(F3).

111 111 1
P(N3=1)=--—+-——=".
Ns=1=555%335"1

{N3 =3} = (PN F,N P3)U(F N PyN F3). Par incompatibilité et indépendance on obtient :



P(N3 = 3) = P(P. N Fy N Py) + P(Fy N PyN Fs) = P(P,) P(Fy) P(Ps) + P(Fy) P(Py) P(Fs).
111 111 1

P(Ng=3)= =4 ==2=_.
WNs=3)=355+33571

Alors P(N3 =2)=1—P(N3=1)—P(N3=3)=1—

1

; 1 1.
E(]\*g):lx1+2><§+3><i:2.

Ny(Q) = [L,3], P(Ns = 1) = 2, P(N3 = 2) = % PNy =3) = i ot E(Ny) = 2.

N

2.

Si k est un élément pair de [1,n] et si Pévénement PLNFoNPsNEFyN-- NPy NF, N Frya N---NEF, se

réalise alors 'événement {N,, = k} se réalise.

Si k est un élément impair de [1, n] et sil'événement PyNFoNPsNEyN---NPy_oNFr_1NPyN Py N---NP,
+

se réalise alors P'événement {N,, = k} se réalise. Ainsi:

Nu(Q) = [1, 7]

{Np=1}=PiNPN---NP,)U(FLNF,N---NF,). Par indépendance et incompatibilité on obtient :

P(N, =1)=P(PiNP,N---NP,)+P(F1NF;N---NE,) = P(P) P(P) - P(P,)+ P(F\) P(Fy) -+ P(F,).
. 1 1 1
Ainsi P(N, =1) = o + o = o

Supposons n pair.

{Ny=n}=(PINFBAPNFN---NP  NF)U(FLNPNFNPN---NF, 1 NP,).

1 1 1
Ici encore par indépendance et incompatibilité on obtient : P(N,, = n) = o + o = gt

Supposons n impair.

(Np=n}=(PLNFNPsNFN--NP, 3N F  NP)UFE NPNENP N NFyanPui NF,).

1 1 1
Toujours par indépendance et incompatibilité on obtient : P(N,, =n) = o + o =T

1 1
57 et P(N,=n) = Pr=.

Si n est un élément de N*, P(N,, = 1) = o

3.
4. a. Soit n un élément de N*. Soit s un élément de [0, 1].

Le théoreme de transfert pour I'esprance montre que E(sVn) = 3~ s* P(N,, = k). Ainsi E(sV") = G,,(s).

e N*, Vs € 0,1], B(s™) = Ga(5). ]

b. G, est dérivable sur [0, 1], comme fonction polynome et Vs € [0,1], G (s) = Z P(N, = k)ksL.
k=1

Alors G4(1) = 32 P(N, = k) k181 = 3° k P(N, = k) = E(N,).
k=1 k=1

[V eN', G(1) = B(N,). |

c. Soient n un élément de [2, +-o00[ et k un élément de [1,n].

(Pn—1, F,,—1) est un systeme complet d’événements. La formule des probabilités totales donne alors :
P({N, =k}nP,)=P{N,=k}NP,NP,_1)+ P{N, =k} NP,NF,_1). Observons alors que:

{N, =k}NP,NPy_y ={Np_1 =k}NP, NP,y et {N, =k}NP,NF,_1 ={Ny_1=k—1}NP,NF,_1.
Ainsi: PUN, =k} N P,) = P{Ny—1 =k} NP, NPoy) + PUNp1 =k —1} NP, N Fyy).

Par indépendance des lancers on a:

P({Np_1=k}NP,NP,_1)=P{Np1=k}NP,1) P(Pn) = %P({N”,l =k}NP,_1).

De méme: P({N,,—1 = k—1}NP,NF,_1) = P({Np—1 = k—1}NF,_1) P(P,) = %P({Nn,l =k—1}NF,_1).

1 1
Alors: P({N,y = K} N P) = 5 P({Nuo1 = k} 1 Pyc) £ 5 P((Numa = k= 1} N Fya).

‘ Vn € [2, +ool, Vk € [1,n], PUN, = K} Py) = %P({Nn,1 - k}ﬁPn,])+% P({Nn_1 = k—1}NEp_y). ‘

De méme :

‘ Yn € [2,+o0l, Vk € [L,n], PN, = k}NFy) = %P({Nn,1 - k}ﬁFn,1)+% PU{No_y = k—1}NPoy). ‘

Soient n un élément de [2,+-o00[ et k un élément de [1,n].

(Fy, Py) est un systeme complet dévénements. La formule des probabilités totales donne alors :

P(N, =k)=P({N, =k}NP,) + P({N, =k} NF,). Alors:

P(N, = k) = %P({Nn,l — KNP+ %P({N,,L,l k- NF)+ %P({N,,,1 = KN Fa) +
%P({Nn,,l —k—1}NPuy).

Or (P,—1, Fy—1) est un systeme complet d’événements donc :

L P{Na oy =K} 0 Paa) 3 PUNa1 = KN Fa1) = 3 P(Nay = ).

1 1 1
De méme : 3 P{Np1=k—1}NF,_1)+ 3 P{Np_1=k—=1}NP,_y) = 3 P(Np—1 =k—1).



1
Par conséquent : P(N,, = k) = 3 P(Np—1=k)+ = P(Nn,] =k-1).

W € [2, oo, Vk € [1,n], P(Ny = k) = %P(Nn,l . %p(wn,l — k1),

d. Soit n un élément de [2,+oo[ et soit s un élément de [0,1].

n

1 1 ‘
Gals Z P(N, =y (5 P(Noo1=k)+ 5 P(Nnoy =k — 1)> .

k=1

Lo e ,
Guls) =5 S PNy =k)st + 5 N PNy =k—1)s~
k=1 k=1
. Lo
== Y P(Nyo1=k)s*+ + > PNy =i)st
k=1 i=0

Gs) = %GM@ +% (X PO =i)s)s = %G,,,l(s) 3G = 1;‘* Gor(s)
i{1]
‘ Vi € [2,+oc], Vs € [0, 1], Gu(s) = 5 Gy (s). ‘

Vs € [0,1], Z k)s® = P(Ny =1)s
Vs €[0,1], Gi(s) = s.

Soit s un élément de [0, 1]. (G"(s))new* est une suite géométrique de raison

14\ !
Ainsi Vn € N*, G,,(s) = ( ; S) S.

RN
Vn e N, Vs € [0,1], Gu(s) = < + s) s.

A Remarque Soit n un élément de N*.

Vs € [0, 1], glp(Nn:k)s =Gals) (] ;‘S)H s 5:2; (n;1> (;) a (%)k

n=1 , n—1
Vs € [0,1], Z P(N, =k)s *Z(nkl> (%) Pz

k=0

Un petit changement d’indice dans la seconde somme fournit :

"m—1\ (1\""
Vs € [0,1], ZP ) s 7Z<k71)<§> sk,

k=1

Alors Vs € [0,1], ; (P(Nn —k)- <Z: 1) G)*l) F oo

1+s .
2 et de premier terme s.

6

n n—1
Le polynéme Z (P(Nn =k)— (: : i) <%> ) X* admet donc une infinité de racines; c’est donc le
k=1

polynéme nul.

Ainsi Vk € [1,n], P(N, = k) — (: _ D (%)nil =0ouVke[l,n], P(Nn=k) = (Z: i) (%)nil‘

1
N,, — 1 suit donc la loi binémiale de paramétresn — 1 et 3

e. Soit n un élément de [2, +ool.

A\ 1 N N\ n—1
Vs € [0,1], Gn(s) = Lts s donc Vs € [0,1], (};1(8):(7171)l Lts s+ Lis .
2 2 2 2
+

n-2 n—1
aiors 5y = = -0 g (B s (L) —emnie-tph

n+1

Ainsi E(N,,) = - Notons que ceci vaut encore pour n =1 car E(N;) = 1. Par conséquent :

v+ 1
‘VnEN*, E(Nn):77+ ‘

2




