REVISIONS 1 : ALGEBRE LINEAIRE

I — Le B.A.BA

1) Définitions théorémes :
Liste non exhaustive des éléments du cours a maitriser :

Formule des coefficients du produit de deux matrices A = (a; ;) et B = (b; ;).

Base canonique de M,,(K). SEV classiques (matrices triangulaires, (anti)symétriques, diagonales...) : bases et dimen-
sions.

Transposition. f(A-B) =t B-* Aet *(M~') = (!M)~! si M est inversible.

Matrices élémentaires : F; ;B = éfEi,l.

Le produit de deux matrices triangulaires supérieures est une triangulaire supérieure.

Déterminant : forme n linéaire alternée sur F de dimension n. Forme antisymétrique. Si 2 # 0, une forme est alternée
ssi elle est antisymétrique.

Structure : ’espace vectoriel des formes n-linéaire alternée sur E de dimension n est une droite.

Formule du déterminant. Propriétés élémentaires (det(AA), det(tA), det(AB), det(A~!)). Conservation du déterminant
par combinaisons linéaires de rangées. Déterminant par blocs/déterminant d’une matrice triangulaire.

Cofacteur. Formule d’inversion.

Formules de changement de bases.

Matrices semblables. Interprétation géométrique.

Sous espace stable par un endomorphisme. Droite stable.

Caractérisation d’une somme directe de plusieurs SEV.

Polynéme caractéristique. Coefficients ¢, ¢,_1, co-

Théoreme de Cayley-Hamilton.

Idéal annulateur d’une matrice/d’un endomorphisme. Existence du polynéme minimal.

Valeur propre, espace propre. Spectre. Formule de changement de bases des endomorphismes.

Si f(z) = Az, alors (P(f))(z) = P(A) -z

Les racines du polyndéme caractéristique sont exactement les valeurs propres. Méme propriété pour le polyndéme
minimal.

La dimension dun sous espace propre est majorée par la multiplicité de la valeur propre associée.

Invariants d’endomorphismes (trace, déterminant, polynome caractéristique, polynéme minimal, valeurs propres,
spectre...)

Multiplicité algébrique d’une valeur propre. Dimension géométrique du sous espace propre associé.

CNS de trigonalisation/diagonalisation.

Lemme des noyaux Exos 62 et 93 CCP : si Pi,... P, sont 2 & 2 premiers entre eux, Ker ([T F;)(f)) = ®Ker P;(f)
Trigonalisation forte d’une matrice complexe.

IT — Démonstrations classiques a connaitre :

Montrer que les sev propres d’'un endomorphisme sont en somme directe. Donner un exemple ou ils ne sont pas
supplémentaires.

Montrer que la famille (z — exp(az))q,cr est libre.

Montrer que si f et g commutent, tout sev propre de f est stable par g.

Montrer que si P(f) = 0, toute valeur propre de f est racine de P. Toute racine de P est-elle valeur propre de f?
Soit M € M, (K). Montrer que l'algébre commutative K[M] est de dimension finie égale au degré du polyndme
minimal de M. En donner une base.

Montrer que les matrices qui commutent avec toutes les matrices de M,,(R) sont les matrices scalaires.

Montrer que si Vo € E, 3\, f(z) = A, - z, alors f est une homothétie de E.

Justifier existence de exp(A) pour toute matrice A € M,,(C).

Calcul du déterminant de Vandermonde.

Calcul du déterminant d’une matrice compagne.

Calculer le polynéme caractéristique et le polynéme minimal d’une projection puis d’une symétrie.

On suppose que x4 est scindé. Exprimer Tr(A) et det(A) d’une matrice A en fonction des valeurs propres de A.



III — Méthodes :

Démontrer qu’une matrice est diagonalisable Pour démontrer qu’une matrice A est diagonalisable, on peut :

1. calculer le polynéme caractéristique x 4 et a le factoriser pour déterminer les valeurs propres de A . Si x4 n’est
pas scindé, A n’est pas diagonalisable. Si x4 est scindé a racines simples, A est diagonalisable. Si x4 est scindé
sans étre a racines simples, pour chaque valeur propre, on cherche une base de ’espace propre associé et on étudie
si la dimension de cet espace propre vaut la multiplicité de la racine.

2. dans le cas ol la matrice a un petit rang (un ou deux), on peut essayer de déterminer directement un ou deux
vecteurs propres indépendants en étudiant la forme de la matrice. Exemple : la matrice J qui n’est composée que
de 1 est de rang 1, donc 0 est valeur propre de multiplicité (n — 1) et par trace, n est valeur propre de multiplicité
1. Donc J est diagonalisable et xy; = X"~1(X — 1).

3. utiliser le fait que A est diagonalisable si et seulement si A annule un polynoéme scindé a racines simples.
4. utiliser le théoréme spectral (matrice symétrique réelle)

Pour diagonaliser effectivement une matrice A :

1. on cherche ses valeurs propres par exemple en calculant le polyndme caractéristique;

2. pour chaque valeur propre, on cherche une base de ’espace propre associé;

3. onaalors A= PDP~! ou P est la matrice dont les colonnes sont constituées par la réunion des bases des espaces
propres et la matrice D est la matrice diagonale dont les coefficients sont les valeurs propres de A, écrites dans le
méme ordre que les vecteurs colonnes de P.

Pour trigonaliser une matrice A :
1. on cherche les valeurs propres en calculant le polynéme caractéristique de A
2. pour chaque valeur propre, on cherche une base de vecteurs propres associés

3. si 'énoncé donne la forme d’une matrice triangulaire a laquelle A doit étre semblable, on cherche un vecteur
vérifiant la derniére condition

4. sinon, si on est en dimension 3 et que l'on a déja obtenu deux vecteurs, on compléte la famille obtenue par n’importe
quel vecteur indépendant des deux premiers.

5. Revoir aussi la méthode par noyaux itérés (exercices ... et ... du chapitre de réduction).
Pour déterminer une racine carrée, cubique, n -ieme d’une matrice, exponentielle d’'une matrice.
1. Diagonaliser A, A= PDP~!

2. Chercher une racine carrée de D en considérant la matrice F diagonale dont les coefficients sur la diagonale sont
les racines carrées des coefficients de D

3. Poser B = PEP™! qui vérifie bien B? = A.

Pour démontrer qu’un endomorphisme v € L(E) vérifie certaines propriétés relatives & ’endomorphisme diagonalisable
u , on peut vérifier que v vérifie cette propriété sur chaque sous-espace propre de u , puis utiliser que E est somme
directe des sous-espaces propres de u (exemple : les endomorphismes v qui commutent avec u sont exactement les
endomorphismes v qui laissent stable les sous espaces propres de u.)

Contre exemples : (8 (1)) n’est pas diagonalisable car elle serait semblable (et donc égale) & la matrice nulle. De

méme, la matrice d’'un quart de tour ((1) I)l) n’est pas diagonalisable (ni trigonalisable) dans R mais elle I'est dans
C.
Pour calculer les puissances d'une matrice A € Mn(K) , on peut :

1. déterminer un polynéme annulateur P de A : par exemple, on peut utiliser pour P le polynéme caractéristique de

A.

2. Trouver le reste de la division euclidienne de X* par P : X* = PQ + R.

3. Alors A* = R(A).

Pour déterminer le polyndéme minimal d’une matrice A , on peut utiliser I'une des méthodes suivantes :

1. calculer les puissances de A et trouver une relation entre elles de degré le plus petit possible

2. chercher le polynéme minimal parmi les diviseurs du polyndéme caractéristique, en se souvenant que ces deux
polynomes ont les mémes racines

3. chercher a étudier si A est diagonalisable, dans ce cas, son polynéme minimal est (X —A1) -+ (X —A,) ot A1, ..., A
sont les valeurs propres distinctes de A.



Faire AU MOINS une interrogation tous les jours !

IV — Interrogations quotidiennes :

Série 1 énoncés :

. Donner la définition mathématique d’une valeur propre d’une matrice M ?

. Qu’appelle-t-on le sous espace propre associé ?

. Donner la définition du polynéme minimal d’une matrice M.

. Justifier que toute matrice de May41(R) admet au moins une valeur propre réelle.

. Citer au moins 5 invariants de similitude.

S Uk W N

. Citer le théoréeme des restes chinois et donner un exemple d’application.

Série 2 énoncés :
1. Donner I’énoncé mathématique de affirmation : ” la famille (f;)qer est une famille libre. ”
Précisez les étapes d’une démonstration de cette affirmation en utilisant un raisonnement par récurrence.
2. Compléter la définition suivante par 4 énoncés équivalents :
e )\ est une valeur propre de M.
[ )

Soit M € M, (K) et A € K. Alors :

3. Donner la définition du polynéme caractéristique de M.
4. Sixp = ZchX’“7 précisez les valeurs de ag, a,_1 et a,.
Série 3 énoncés :

1. Quels sont les idéaux de R[X]?
2. Quel est le polyndéme caractéristique d’une matrice triangulaire ?

0 00 -1

. P . 1 00 2

3. Quel est le polynéme caractéristique de la matrice A = 01 0 -3
0 01 4

4. Rappeler la formule du déterminant.

5. Rappeler les formules de changement de bases.

Série 4 énoncés :

1. Donner la définition d’un groupe. On écrira les propriétés a vérifier en langage mathématique.

2. Rappeler la formule du déterminant de Vandermonde (on écrira la matrice correspondante)

3. Donner une base et la dimension de I’ensemble des matrices triangulaires supérieures, puis de I’ensemble des matrices
antisymétriques.

4. Rappeler la définition du polynome annulateur d’une matrice carrée.

5. Quel est le polynéme minimal de al, pour a € K.

Série 5 énoncés :

Citer le théoreme de Lagrange pour les groupes.
Quel est le polyndéme minimal d’une matrice triangulaire dont les coefficients diagonaux sont 2 a 2 distincts.
Quelle est la formule générale de E; ; Ey ;

Quel est le polynéme caractéristique de al, pour a € K.

Sk Wb

Quel sont les polynomes caractéristique et minimal de ((1) 711)


Faire AU MOINS une interrogation tous les jours !


Série 6 énoncés :

OU kW N

. Soit M € M,,(K). Quelle est la dimension de l'algebre (K[M],+, x,-)?

. Rappeler les formules de changement de bases.

. Justifier que toute matrice de Mag4+1(R) admet au moins une valeur propre réelle.
. Citer au moins 5 invariants de similitude.

. Citer le théoreme des restes chinois et donner un exemple d’application.

Série 1 corrigés :

1.

Donner la définition mathématique d’une valeur propre d’une matrice M 7
Soit A\ e K. A € Sp(M) & 3X € M, 1(K)\ {0}, MX = \X.

. Qu’appelle-t-on le sous espace propre associé ?

E\ = Ker(M — \,) = {X € M, 1(K)|MX = AX}

. Donner la définition du polynéme minimal d’une matrice M.

L’ensemble Iny = {P € K[X]|P(M) = 0} est un idéal de K[X], donc il est monogéne.
Lorsqu’il n’est pas réduit a Iny = {Og[x]}, on pose uy son générateur unitaire.

. Justifier que toute matrice de Mai4+1(R) admet au moins une valeur propre réelle.

deg(xr) est impair. D’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, xpr s’annule au moins une fois dans R.
Donc M admet au moins une valeur propre réelle.

. Citer au moins 5 invariants de similitude.

det(M)7 TT(M)7 XM MM, Sp(]V[)

. Citer le théoréme des restes chinois et donner un exemple d’application.

Sin et p sont premiers entre eux, 'application ¢ : Z/npZ — 7 /nZx Z | pZ définie par ¢(x mod np) = (x mod n,z mod p)
est un isomorphisme d’anneaux.

[n]

St nu+ pv =1, les solutions du systéme { i i Z[p sont les x = xo[np| ot o = nub + pva.

Série 2 corrigés :

1.

Donner I’énoncé mathématique de l'affirmation : 7 la famille (f,)qer est une famille libre dans le K-espace vectoriel
E. ”

Toute sous famille finie de (fo)acr est libre, c¢’est da dire :

Vn € N*,¥(ay,...,an) € R",¥(A1,... An) €K™, Y " Aifa, =0=Vi € [1,n],X; = 0.

e )\ est une valeur propre de M.
e M — M, est non inversible.

. Soit M € M,(K) et A € K. Alors : || e Ker(M — \I,,) # {0}

o HXO 76 O,A/[XO = )\X()
o det(N, — M) =0

. Donner la définition du polynéme caractéristique d’une matrice carrée.

x4 =det(XI, — A)

. Sixa =0 ap X* est le polynéme caractéristique de A, que valent ag, a,_1 et ay, ?

ag = (—1)"det(A), an—1 = —Tr(A) et a, = 1.

Série 3 corrigés :

1.

2.

Les idéauz de R[X] sont exactement les idéauz monogénes.
En particulier, si I est un idéal, il existe un polynome Py € R[X] tel que I = (Pp).

Quel est le polyndéme caractéristique d’une matrice triangulaire ?
Xy = [liey G-



3.

0 00 -1

N Lo . 100 2

Quel est le polyndéme caractéristique de la matrice A = 01 0 -3
0 01 4

Xa=X*—4X34+3X2-2X+1

. Rappeler la formule du déterminant d’une matrice.

det((aij)) = Yoes, £(0) [Ti1 Giot)

. Rappeler les formules de changement de bases.

Si P = Pg/ est la matrice de passage de l’ancienne base 3 vers la nouvelle base ', alors Pgl est la matrice de l'identité
depuis la base de départ 3’ vers la base d’arrivée 3. Alors si X est la matrice des coordonnées d’un vecteur u exprimé
dans la base B et X' celle des coordonnées du méme vecteur dans la base B', alors X = PX'.

Si f est un endomorphisme dont la matrice dans la base 3 est A et celle dans la base 3 est B alors B = P~ 1AP.

Série 4 corrigés :

1.

2.

Rappeler la formule du déterminant de Vandermonde (on écrira la matrice correspondante)

1 a a?... a}!
1 ay a}... ay !
= H (a; — a;).
1<i<j<n
1 a, a%... az_l

Donner une base et la dimension de ’ensemble 7,, des matrices triangulaires supérieures de taille n, puis de I’ensemble
A,, des matrices antisymétriques de taille n.

. nn+1
A1, = (Eij)igj<isn- dim(Ty) = nlatl)

2
. nn—1
Ba, = (Eij — Eji)igi<j<n- dim(Ayn) = %

. Rappeler la définition du polynéme annulateur d’une matrice carrée.

Pour une matrice M, Uensemble des polynéomes annulateurs de M est un idéal non réduit a {0} par exemple par le
théoréme de Cayley-Hamilton. Ce idéal est monogéne. Le polynome annulateur de la matrice carrée M est le générateur
unitaire de l'idéal annulateur de M.

. Quel est le polynéme minimal de al,, pour a € K.

tar, = (X —a) pour a € K.

Série 5 corrigés :

1.

Quel est le polyndme minimal d’une matrice triangulaire dont les coefficients diagonaux sont 2 a 2 distincts.

n
puar = X = [[im1 Qi

. De maniére générale, E; ;Ey; = 5;?Ei_,l. Par exemple, B3 7Fg7 =0, E37E7¢ = FE3¢ et EgrE73 = Fg 3.

. Quel est le polynome caractéristique de al,, pour a € K.

Xar, = (X —a)" pour a € K.

o . -1
. Quel sont les polynomes caractéristique et minimal de ((1) 1 )

&M:G

Un = XM -

_11), v = X2 = X +1=(X—e™3) X — e /3). Comme punr|xar et puar € R[X], on en déduit que

Série 6 corrigés :

1.

2.

Soit M € M, (K). Quelle est la dimension de l'algebre (K[M], +, x,-)?
dim(K[M],+, x,-) =d ot d = deg(pnr).
Voir plus haut...



3. Justifier que toute matrice de Mag41(R) admet au moins une valeur propre réelle.
Si M € Mo 1(R), xar est un polynome réel de degré impair. Par théoréme des valeurs intermédiaires, xp admet au
moins une racine. Comme Spr(M) = Racines(xa), M admet au moins une valeur propre réelle.

4. Justifier que toute matrice de May11(IR) admet au moins une valeur propre réelle.
deg(xr) est impair. D’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, xp s’annule au moins une fois dans R.

Donc M admet au moins une valeur propre réelle.

5. Citer le théoreme des restes chinois et donner un exemple d’application.

Sin et p sont premiers entre eux, application ¢ : Z/npZ — 7 /nZx Z | pZ définie par ¢(x mod np) = (x mod n,z mod p)
est un isomorphisme d’anneaux.

[n]

St nu+ pv =1, les solutions du systéme { i i Z[p sont les © = xo[np] ot o = nub + pva.

On peut aussi en déduire que sin et p sont premiers entre euz, p(np) = ¢(n)o(p).

V — Exercices :

Chercher au moins un exercice par jour.

1) Exercices d’échauffement :
(1) : Réduction : Exercice 70 CCP
(2) : Calcul d’'un déterminant trigonal : Exo 63 CCP.
3) : Calcul des puissances d’une matrice par division euclidienne : Exo 91 CCP.
(4) : Définition, propriétés et étude d’une projection ou d’une symétrie vectorielle : Exo 71 CCP.
(5) : Définition et propriétés des polyndémes de Lagrange : Exos 90 et 87.

Exercices facultatifs si vous maitrisez les exos CCP précédents.
2) Exercices d’approfondissement :

Exercice 1 : Elements propres
Soit K =R ou C. Pour P € K[X], on pose ¢(P) = (2X + 1)P — (X2 - 1)P".

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de K[X].
2. Soit P un vecteur propre de ¢. Montrer que P’ # 0 et en déduire que le degré de P est égal a 2.

8. Déterminer les éléments propres de ¢.

Exercice 2 : Une égalité classique ——
Soit A € M,,(C). Montrer que det(exp(A)) = exp(Tr (4)).



Chercher au moins un exercice par jour.

Exercices facultatifs si vous maîtrisez les exos CCP précédents.


Exercice 3 : Théoreme de Cayley-Hamilton :
Le but de cet exercice est de montrer le th. de Cayley-Hamilton. On s’interdira donc de [l'utiliser pour sa
résolution !

1. Soitm > 2 et (ag,...an—1) € K". Montrer que le polynéme caractéristique de la matrice

0o ... ... 0 ag
1 . aq
A(ao,...7an_1) = 0

: %5 0 :
0 ... 0 1 ap_1

est égal a
P=X"— (a1 X" 4+ + a1 X +ap).

Soit E un K-ev de DF non nulle n et f € L(E) dont on notera P le polynome caractéristique.
On fixe un élément non nul de E.

2. Montrer qu’il existe un plus petit entier naturel p tel que la famille (x, f(x), ... fP(x)) est lice.
Vérifier que p # 0.

3. Soit F = Vect(z, f(x),..., fP~(z)).
Montrer que F est stable par f et que la famille (z, f(x),..., fP~1(z)) en est une base.

4. On note g l’endomorphisme de F induit par f.
Quelle est la matrice de g dans cette base de F' ¢

5. Soit Q le polynome caractéristique de g. Montrer que Q(g)(z) = 0.
6. Montrer que Q divise P puis que P(f)(z) =0 et conclure.

VI — Probléme(s).

Les parties précédées par une étoile sont a REDIGER et A RENDRE le jour indiqué.

Le temps de préparation est libre : il vaut mieux essayer de répondre a
un maximum de questions.

Vous devez rédiger comme pour les écrits de concours.



Les parties précédées par une étoile sont à REDIGER et A RENDRE le jour indiqué.

Le temps de préparation est libre : il vaut mieux essayer de répondre à
un maximum de questions.

Vous devez rédiger comme pour les écrits de concours.
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Concours ENSAM - ESTP - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques A MP

Durée 4 h

. ’z . s

3:, au cour§ de l. cpreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé
une p.af't il le '51g1'1ale au chef de salle, d’autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa,

composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre

L'usage de calculatrices est interdit.

i\{ Questions de cours et exemples.
Soit E un R — espace vectoriel de dimension finie et fun endomorphisme de E.
1. Donner la définition d’un polyndme annulateur de f.

2. Quelle est la structure de I’ensemble J; des polynomes annulateurs de f?

3. Donner la définition du polynéme minimal de f que ’on notera 7.
4. Prouver ’existence de 7 1.

5.|Un premier exemple |.

Soit fI’endomorphisme de R* de matrice canoniquement associée :
M = (my) od V(i,j) € {1,..,4} x {1,..,4}, my = + (1 +(-1)"7).
5.1. Calculer M* pour k € N*.

5.2. Déterminer 7 £

6.|Un second exemple |.

6.1. Chercher les solutions a valeurs réelles des équations différentielles :
Y'+y=ch(x) e y'+y=sh(x)

ou ch et sh sont respectivement les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique.

6.2. On considére (H ) I’équation différentielle : y) = y.

Soit fune fonction de classe C* sur R.

Démontrer que fest solution de (H1) si et seulement si la fonction g = /" + fest solution d’une
équation différentielle du second ordre (H, ) que ’on déterminera.
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6.3. Résoudre 1’équation (H>).
6.4. En déduire les solutions de (H ).

6.5. On note alors E le sous-espace vectoriel du R — espace vectoriel des applications de classe
C® sur R a valeurs réelles engendré par ( cos, sin, ch, sh).

6.5.1. Quelle est la dimension de E ?
6.5.2. Justifier que la dérivation induit sur £ un endomorphisme &.

6.5.3. Déterminer le polyn6me minimal 7 5de E.



A rendre jeudi 30 avril avant 20h
Y Partie I : EXERCICE 1

Soit les suites réelles (u,), (v,) et (w,) définies par :

Upr1 = U, + 3,
Vn eN U1 = Bu, + v, + 4w, et (ug,vy,wy)=(1,0,1).
Wp+1 = 4vn + W,
I.1.
1 30
I.1.a Justifier sans calcul que la matrice A= | 3 1 4 | € M3(R) est diagonalisable.
0 4 1

I.1.b Diagonaliser la matrice A € M3(R).

I.1.c Déterminer la matrice A™ pour tout n € N. On pourra utiliser la calculatrice.

1.2. Expliciter les termes u,,, v, et w, en fonction de n.

Y Partie II : EXERCICE 2

Soit n un entier supérieur a 2 et F un espace vectoriel sur R de dimension n. On appelle
projecteur de F, tout endomorphisme p de F vérifiant pop = p.
I1.1. Soit p un projecteur de F.

II.1.a Démontrer que les sous-espaces vectoriels Ker(p) et Im (p) sont supplémentaires
dans F.

I1.1.b En déduire que la trace de p (notée Tr (p)) est égale au rang de p (noté rg (p)).

I1.1.c Un endomorphisme u de E vérifiant Tr (u) = rg (u) est-il nécessairement un projec-
teur de E'7

I1.2. Donner un exemple de deux matrices A et B de M3(R) de rang 1 telles que A soit
diagonalisable et B ne soit pas diagonalisable. Justifier la réponse.

I1.3. Soit u un endomorphisme de E de rang 1.

I1.3.a Démontrer quil existe une base § = (e1,--- ,e,) de E telle que la matrice Matg(u)
de u dans (3 soit de la forme :

0 0 ay

0 --- 0 ay \ /
Matg(u) = | . L € M,(R) ouay,---,a, sont n nombres réels.

0 --- 0 a,

I1.3.b Démontrer que u est diagonalisable si, et seulement si, la trace de u est non nulle.

I1.3.c On suppose que Tr (u) = rg (u) = 1. Démontrer que w est un projecteur.

11 -1
I1.3.d Soit la matrice A= 1 1 —1 | € M3(R). Démontrer que A est la matrice d'un
11 -1

projecteur de R? dont on déterminera l'image et le noyau.
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Facultatif a chercher le weekend du 1er mai

SURJECTIVITE DE [I’APPLICATION EXPONEN-

PROBLEMEL  1ELLE DE ./,(C) VERS GL,(R)

On note, pour n entier n>2, .#,(C) I’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients
complexes.

Onnotera 1<i,j <n pourindiquerque: 1<i<netl<j<n.
Partie préliminaire
Une norme ||.|| sur I’espace vectoriel .#,,(C) est une norme d’algebre si elle vérifie la propriété :

pour tout couple de matrices (A,B) de .4 ,(C), ||AB|| <||Alll|B]I.

IIL.1. On note pour A=(a; ;) élément de #,(C), [[Allco = sup \ai,j| et ||All=n|lAlloo-

1<i,j<n

L’application ||.|| est une norme sur 1’espace vectoriel .#,(C). Démontrer que c’est une norme d’al-
gebre.

Dans la suite de cette partie préliminaire, on munit ./,,(C) de cette norme d’algebre.

II1.2. Justifier simplement qu’une série de vecteurs de .#,,(C) absolument convergente est conver-
gente.

IIL.3. Si M est une matrice de .#,,(C), établir que la série de réels positifs Z”%M k || converge et

en déduire que la série de matrices E %M k converge.

+00
Si M est une matrice de ./,,(C) , on notera exp(M)= Z%M k exponentielle de la matrice M.
k=0

Premiére partie

On pourra utiliser librement le résultat suivant :

si T est une matrice triangulaire de .#,,(C) dont les éléments diagonaux sont Aq,A,,...,A,, alors la
matrice exp(T) est une matrice triangulaire dont les éléments diagonaux sont e’1,e”2,...,e*n.

IIL.4. Si M est une matrice de .#,,(C), rappeler pourquoi la matrice M est trigonalisable et déter-

miner une relation entre det(exp(M)) et ™M),

3 6 —6
IIL.S. Soit la matrice A= —1 —9 11
0O -5 7

Donner le déterminant de la matrice A. En déduire qu’il n’existe aucune matrice B a coefficients réels
vérifiant B?> = A et qu’il n’existe aucune matrice M 2 coefficients réels vérifiant exp(M)= A.
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Objectifs et exemple
Ce paragraphe ne comporte aucune question, il permet de se familiariser avec les objectifs du pro-
bleme.

Si A est une matrice carrée inversible a coefficients réels, nous allons démontrer dans ce probleme :

e que pour tout entier naturel non nul p, il existe une matrice B de ./, (C) vérifiant BP = A,
e qu’il existe une matrice M de .4, (C) vérifiant exp(M )= A.

On se limitera dans ce sujet aux matrices carrées de taille 3.
Le probleme a pour objectif de prouver 1’existence de ces matrices et de les expliciter.

On commence par un exemple développé dont le candidat pourra s’inspirer notamment pour la troi-
sieme partie.
3 6 —6
On utilise toujours la matrice A= —1 —9 11
0 -5 7
Le polyndme caractéristique de la matrice A est y,=(X—2)(X +3).

On cherche le reste dans la division euclidienne du polynome X" par le polynome y4 de la forme
aX?*+bX+c oua, b et c vont dépendre de n.

Pour cela on remplace dans la relation X" = y,Q+aX?+bX +c, X par — 3, puis par 2. Ensuite, on
dérive cette expression et on remplace a nouveau X par 2 (Q est le quotient).

9a—3b+c=(—3)"
On obtient le systéme suivant { 4a+2b+c=2"
da+b=n2""1

a=5((—3)"—2"+5n2""1)
admettant pour unique solution { b= (— 4.(—3)"+4.2" +5n2”_1) .
¢ = o (4.(= 3)"+21.2" — 30n2"1)

On déduit du théoreme de Cayley-Hamilton que pour tout entier naturel 7,
A'=aA’+bA+ck

1 — (= 3)"+6.2" —6.(—3)"+6.2" 6.(—3)"— 6.2"
=—| 2.(=3)"—22"45n2""1 12,(=3)"— 7.2"+5n2""1 —12(—3)"+12.2"— 52" !
(—3)'—2"45n2" 1 6(—3)"—6.2"+5n2""1  —6.(—3)"+11.2"— 5p2""1
On pose alors, pour tout réel ¢, la matrice y(t) < .#3(C):

I —3leiml 162! —6.3%ei™ 16.2! 6.3'ei™ —6.2!
r(t)==| 23%e!™—220+5¢2171 123%e!™— 7204512171 — 123%™ 4122 — 572071
3le'm— 2t 4512071 6.3 — 62" +512!71  —6.3"e!" +11.2! — 512!
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On a les résultats suivants :
o y(-1)=A"",
e pour tout entier naturel p non nul : (y(%))p =A,
o exp(y(0)=A.

Par exemple,

—iv/3+6v2 —6i/3+6v2 6iv/3— 6+/2
B=y(})=%| 2iv3—2v2+5%2 12iv/3— TV2+5%2 —12iV3+12/2— 5%2
iV3—VZ+5Y2  6iv3—6v2+5%2 —6iv/3+11v/2— 52

vérifie BZ=A.
Deuxiéme partie
On notera F 1’espace vectoriel sur le corps C des applications de R dans C combinaisons linéaires
d’applications du type x — x¥p*ei?% ot k€{0,1,2}, p €]0,+ o0 et 8 €]0,27].
(Rappel : pour p €]0,+00[, p* = eXnp )
I11.6.

IIL.6.a. Déterminer un élément f de F vérifiant pour tout entier naturel 2, f(n)=a(—3)"*+pn?2",
si a et 3 sont deux constantes complexes.

II1.6.b. Si f estun élément de F et si x; est un réel, expliquer pourquoi x — f(x + xp) est encore
un élément de F.

I1L.7.

IIL.7.a. Soit 6 un réel. Démontrer que la suite de nombres complexes (nz(g)n e“g") converge
vers 0.

IIL.7.b. Soit k; €{0,1,2}, p, €]0,+0c0[, 6, €]0,27], kp, €{0,1,2}, p, €]0,+00[ et 6, €]0,27],
0,#06,.

Démontrer que si @ et  sont deux constantes complexes vérifiant, pour tout entier naturel 7,
an®(p,)" e+ Bnk(p,)" e'%21=0, alors a = =0.
On pourra, par exemple, supposer p; < p, et commencer par examiner les cas p; < p, et p; =p».

II1.7.c. On admet alors que si f est un élément de F vérifiant pour tout entier naturel n, f(n)=0,
alors f est I’application nulle.

Que peut-on dire de deux applications f et g de F vérifiant pour tout entier naturel n, f(n)=g(n)?
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IT1.8. Dans la suite de cette partie, A est une matrice inversible de .#3(IR).
Expliquer pourquoi on peut trouver 9 applications w; ; €léments de F telles que, pour tout entier

naturel n, A" =(w; i(n .
( i ) 1<i,j<3

Discuter en fonction du nombre de racines du polyndme caractéristique de la matrice A.
On ne demande pas de résoudre des systemes, une explication de la méthode pourra suffire.

II1.9. On pose pour tout réel ¢, la matrice y(t)= (wi,j(t)) i ey € 5(C).
<i,j<

I11.9.a. Quelles sont les matrices 7(0) et y(1)?

IIL.9.b. Justifier que, pour tout couple d’entiers naturels (72,m), on a la relation :
r(n+m)=y(n)y(m).

3
IIL9.c. Pour x réel et m entier naturel, on pose f(x)=w; j(x+m)et g(x)=2w,~,k(x)wk_j(m).
k=1

Démontrer que I’on a f =g et en déduire, pour tout entier naturel m, la relation y(x +m)=y(x)y(m).

I11.9.d. En déduire que, pour tout couple (x,y) de réels, y(x+y)=r(x)r(y).

II1.10. Démontrer que y(— 1)=A""! et que, pour tout entier naturel p non nul, (y(%))p =A.

II1.11. Justifier que 1’application y définie pour tout réel ¢ par y(t)= (a) i j(t)) est dérivable

1<i,j<3
sur R et que la fonction y est une solution de I’équation différentielle

uw'(t)=y'(0)u(t) vérifiant w(0)=1I
ou la fonction inconnue u vérifie, pour tout réel ¢, u(t)e #3(C).
Trouver la solution sur R de I’équation différentielle u/(¢)=7’(0)u(t) vérifiant u(0)= I3 et en déduire
que I’on a: exp(y/(0)) = A.

Troisiéme partie : exemple

3 0 1
Soit la matrice A= 1 -1 =2
-1 0 1

IIL.12. Donner le polyndme caractéristique de la matrice A.
La matrice A est-elle diagonalisable ?
IT1.13. Déterminer, par la méthode développée dans ce probleme, les éléments suivants :
II1.13.a. La matrice A~",
II1.13.b. Une matrice B de .#5(C) vérifiant B?> = A.
III.13.c. Une matrice M de .#5(C) vérifiant exp(M)= A.

Fin de I’énoncé
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