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PARTIE 3

Exercice 1

Dans cet exercice, on introduit les fonctions f définies sur Rt de la fagon suivante : (@, )nen étant une suite
de réels strictement positifs.

f(0)=ao
VneN Viemn+1 f{t)=an
A chaque fonction f, on associe sa fonction transformée T'(f) définie par T(f)(p) = 0+°° e Ptf(t)dt ou
p € R,

On supposera que les fonctions f envisagées sont telles que Pintégrale précédente est convergente pour tout
réel p appartenant & un intervalle du type Ja, +oo] avec a > 0.
Pour tout 3 réel positif, on définit sur R la fonction translatée de f: fg: ¢t — f(B8-+¢t).

On a alors :

A) T(fi)(p) = [ e P f(t)dt
B) T(f1)(p) = [7;° e P f(t)dt
C) T(f1)(p) =e? [17° e f(t)dt

D) T(fi)(p) =e? [ e P f(t)dt

On peut dire que :

A) T(f1)(p) = aoe”T(f)(p) — @

B) T(f)(p) = uePT()(p) ~ ao-j-)’f'—
C) T()p) = T()p) - ar ot
eP —1

D) T(fi)(p) =e’T(f)(p) — a0
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Question 29 On peut écrire :

el —1

A) T(f2)(p) = ac®T(f)(p) - ; +as

e? -1

B) T(/2)(p) = ax®T(f)(p) - ;; tag

o) ()0 = 2CTDE _ (er 1y aper - )
D) T(f2)(p) =T (f)(p) - (Gpp— - (ape? +aq)

Question 30 Soit r un réel strictement positif . On considére la fonction g définie sur R* de la fagon suivante :

9(0) =1
YneN Vte[nn+1] g{t)=+"

A chaque fonction g, on associe sa fonction transformée T'(g).

4) T(op) =22+

B) T()o) =G
) TWH = ok
D) T - 4o

Soit la suite réelle (a,)nen définie par la relation de récurrence :
Vi € N, a9 —Bapy; +6a, =0 avec ag=0 et a3 =1

A chaque suite on associe la fonction f définie précédemment. Cette fonction vérifie sur chaque intervalle
[n,n+ 1 avec n € N, la relation
(E): fa=5f1+6f=0
Question 31 On déduit des relations précédentes la valeur de T(f)(p) :

1 1

_ p(l—e?)
A) TN =P s+ )
p(l—ef), 1 1
B =
) TOE) =5 s + 55)
(e?-1), 1 1
T = -
Q) (@) =~ )
(e?—1), 3 2
D e —
) T =G5~ )
Question 32 On peut en déduire la valeur du terme général de la suite (a,) sous la forme :
A) @ = (4 -2
B) a, = (2™ -3")
C) a,=(3"-2"
D) a,=(2"-1)
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On considére maintenant les deux suites réelles (pr,) et (g,) définies par les relations de récurrences suivantes
avec (pp =go = 1) :

Prt+1=Pn + 2qn
Vn €N

Gn+1 = Pn + an

Question 33 On a alors les relations suivantes.

A) pat2 =pn— 3pni
B) pui2 =pn+ 2pnn1
C) Gn+2=qn + 24nt1
D) gqni2=gn — 3ans1
Question 34 On associe comme précédemment pour la suite (a,) , & chacune des suites (p,) et (¢gn) une fonction. On

désigne par h la fonction associée a la suite (py,) et par T'(h) sa transformée.On a :

eP(1—e 2P)(1 —eP)

A) T(h)(p)(e* +3e? —1) — . .
B) T(h)()(e + 37 — 1) - 0T e;;vm —e)
) T — 200 —1)— T e“:’)u -,
D) T(h)(p)(e® — 2P —1) — eP(l - e’:)(1 +e) _q

Question 35 Dans la suite, on définit la suite (v,) par : v, = Pn pour tout entier naturel n.On peut conclure :
q’fl

A) lim v, =22
T 00

B) lm v,=1+ NG

n-—>+0oo

C) lim v, = V2 -1
n->+400

D)l vn =2

Exercice 2

up et a étant deux réels strictement positifs, on considére maintenant la suite (u,) définie par :

1 a
VneNupy = ’Q‘(Un + ;n“)

. o o a
On associe naturellement & cette suite la fonction f définie pour tout = > 0 par f(z) = =(z + —).
z

1
2
Question 36 On peut dire que :

A) La courbe de f admet pour asymptote la droite d’équation y = z/a.

B) Vz>0,f(z)>0

C) f admet un maximum en = = /a et f(v/a) = Va

D) Vz>0,f(z)>0
Question 37 On peut écrire que :

A) Lasuite (uy) est croissante pour uy > v/a et décroissante pour up < Vva

B) La suite (u,) est décroissante pour ug > v/a et croissante pour up < \/a

C) Quel que soit ug, la suite (uy) est croissante

D) Quel que soit ug, la suite (u,) est décroissante
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Question 38

Question 39

Question 40

En calculant les expressions : F = qu pr—aet B=u, ~ Va, on obtient :

A) E= <2+“VtFa~4%—¢a2

B) E= ("% et F = " (u, + ya)?

2un P}

C) B=("12% o o L (u, + va)?
2, Qup

D) E=(“t "% et Pt (u, - ya)?
2uy, ¢ T Qup @

On peut dire que :

A) La suite (u,) est croissante et convergente seulement si ug > /a
B) La suite (uy) est décroissante et convergente seulement si ug > /a
C) Vug # +/a, la suite (uy) est croissante et convergente

D) VYug # v/a, la suite (u,) est décroissante et convergente

2 0 0
Soit la matrice A = 0 3 0
0 0 4

On obtient alors :

V2 0 2

A) ngl};loo ]V[n - \/g Lo

400

0 0 16

V2 0 0
©) Jm Mi=| o 3 o

0 0 2

D) n}i{%-loo]\/jn: 0 \/g 0

1
On définit la suite matricielle (M,,) par: My = Aet Vn € N, M,y = §(Mn + AM;Y)
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Question 20

Question 21

Quesgtion 22

Question 23

2017
PARTIE 3.

Le but de ce probleme est d’étudier quelques propriétes lices a I'intégration ou a la dérivation de la fonction

polynomiale : z — (2% — 1)™.

Propriétés liées a I'intégration

. . . o 1
Dans un premier temps, on cherche I’expression générale de intégrale : J, = _f_1(1 —22Y*da avec n € N.

En intégrant J = Lll 2?(1 — 2%)" 'dx on obtient :

A) J=0n+1)d,
B) J=2nl,

1
C) - 2n + l_Jn

1
D) Pour » non mul, J = —J,
2n

En calculant ensuite Ia différence J, 1 — .7, pour . non nul, on obticnt la relation de récurrence suivante.

A) = 2”2—“1 .
‘ 2 1

) CL,,:E%JH_I.

D) J,),:%%Jn_l.

On obtient pour 1, = f_ll(mg — 1"

A) I, = (],)n2(2n+1)(27'(3n—’;;21)_!
B) Inm(—1)ftg(2n)9%+jﬂ

C) In»(—l)”-2(2n+1)_(2gt%T
D) Ifw(—l)”2<2ﬂ)((n(_i”i;!?

Propriétés liées a la dérivation

On définit dans R[X] les polynomes B, = (X? — 1" et L, =

habituelles, on prendra Lo = 1.
On peut alors dire quc :

(2n+ 1)! P

A) ((n+ D))

Le terme dominant de L, est

B) L, est toujours un polynéme pair.
C) L, ala méme parité que n + 1.
D) L, ala méme parité que n.
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Question 24 A partir de la définition de L,,, on peut écrirve :

AY L. — E=n n(n—1)...(n—k+1) d* X dn"
) Ln=D E(k—1)(k—2)..1 ka( -7 dxn— k(XJF e

k=n n{n—1) k+1 d . dn_k 1y
B) L, = ZR =0 FE(A, 1)(an 3. 1) AXE (X - 1)?? AXn—k (X"i— J‘)
fo= —1)...(n—=k dk n dr § T
C) Ln=351 ;?((;1—11))(#2) )1 dxXk (X -1 dXn— xR
k=n n(n—1) . d n#k:
D) R*zk S‘k((.k l)k(ﬂé) %dXR(X ) dxn- L(X+1)

On en deduit alors que pour tout entier naturel n :

Question 25 A) L,(1) = L,(—1)
B) L.(1)=10
C) Ly} =n!
D) L,(1)=2"n!

- w _ d* (1) o pi2)

Question 26 On pose Fy™ mP En calculant Py’ et Fr™, on constate que :
A} PV et P(Q) n’ont pas de racines autres que 1 et —1 dans [-1,1].
B) P a une racine dans | —1,1] et P pa pas de racines dans ] — 1,1].
C) P a une racine doubie dans ] — 1,1[.
m P2 4 deux racines symétriques dans | — 1, 1].

Question 27 On suppose que pour k > 2, Pékil) admet & — 1 racines X; telles que :

1< Xy < Xo <o < X

A) L’hypothése est impossible car les seules racines de PS“‘” sont 1 et —1.

B) On peut appliquer le théoréme de Rolle ef on constate que PT(Lk) grannule alors &+ 1 fois dans [—-1,1]

C) On peut appliquer le théoréme de Roile et on constate que B gannule alors k— 1 fois dans ] —1,1]

D) On peut appliquer le théoréme de Rolle et on constate que P gannule alors k fois dans ] — 1, 1]
Question 28 On peut donc en déduire que :

A) Pour tout n, Ln(l) = Ly(—1).

B) L, est scindé sur R et que ses racines sont simples toutes dans |—L,1[.

C) Sin cst impair, alors les racines de L, sont symétriques.

D) Sin est pair, alors L, admet 0 comme racine.
Question 29 En calculant PT(L et PTE +)1, pour 7 non nul, on obtient la relation :

A) PP =22n+ 1P, +dn(n+1)Py 1 .

B) PP = (n+ 1P +dn(n+1)P, .

Q) PY =20n+1)(n+1)P. +4n(n+ )Py .
D) PP =(@n - U)(n+1)P, —dn(n+ )P

kel

Question 30 En dérivant n fols PT(, _21 , on obtient pour n non nul :

A) Lt =200+ DXLy +2(n+ DX2PIY.
B) Lyt = 2{n+1)X L + 2n+ 1)(n— )25
C) Lppi = 2(n+ DXLy + 20(n+ )PV,
D) Lyt = 2(n+ DXLy + 2(n — D{n+ )P,
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Question 31

Question 32

Question 33

Question 34

Question 35

Question 36

En dérivant n — 1 fois I'expression de Pfgl obtenue précédemment, on obticnt pour n & N* ¢

A) Lo =200+ D228 4 dnin + DLy

B) Lpgi = (n+ 12PN 4 dn(n 4+ L.

C) Loy =2n+1)(2n+ )P0 4 dn{n+ 1)L, .

D) Ly = (n+1)2n—DPM Y dn(n + 1)L,

On obtient finalement pour n € N* la relation permettant d’exprimer L,y en fonction de L,, et de L,,_,.
A) Ly =2(n+1)XL, —4(n— 1)2L,_,.

B) Lp,=2(n+1)XL, —4n’L,_; .

C) Lyp =2(n+1)XL, +4n°L,_;.

D) Lnpi=2n+1)XL, + 4n—1YL, 4.

La relation exprimant L,y en fonction de Ly, et de L,_; permet ainsi de calenler les différents polyndmes
Ly, .Ainsi on obtient pour L, I'expression suivante.

A)  Ly-==35(48X* — 30X2 | 3).
B) Lg=42{40X"1-30X? 1 3).
C) L;=48(35X* —30X2+3)
D) L, =40(42X* - 30X2 +3)

81 P et () sont deux polynéines de R[X] on associe a R{X] le produit scalaire

< PIQ >= /l P{X)Q(X)dX

En procédant & des intégrations par parties successives on montre que pour mn < n
dn—k
dXn—k

dqn—k .
ﬁ;m(}(g . 1)”Xm_""dX.

A) < Lp|X™ m= (1 n(m — 1) m - &) [ (X2 1) X™ kX,

B) < In|X™>=(—=1)*m(m — 1)...(m— k) ]_11

—irm—+1

i)
C) < LaX™ >=(—1)mml 1, é{m(xz —1)"XdX .
. dnfm-i-l
On en déduit que pour m < n
A) < Ly|X™ >= (—1)"ml
B) < L,|X"™ »>= (—1Y"L(m — 1)
C) < Lp|X™ >=(n—m)!
D) <L,|X™>=0

On peut en déduire alors si m est différent de n

A) < Lpllp »=(=1)™""(m + n)!

B) < Lp|Lp >=(—1)"""m - 1)

C) Sin>malors < Ly|Ly >= (1) ™(n — m)!
D) <L,|Llm>=0

On se propose de calculer [{Z,|| & partir du calcul de J = ||L,[%.
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. Question 37

Question 38

Question 39

Question 40

En intégrant n fois par parties 'intégrale J, on obtient :

A) J=[1xP- 1)“——%+1 (X2~ 1)"dX
J—1 d X 2ntl
2n41
B) J= (1" [L (X )t (X 1)
€)= (U (8 1 (X 1)rax
D) J=[ (X2~ 1)ﬂdiﬂfl—(x2 —1)mdX
-1 dX2n+1

On obtient alors comme expression de ||L,||* -

2 {pl)?
A) HLn|l2 - T—H—
. 5 22714-1(“!)2
B) (Ll = =55
9 _ Zzn(nI)Z
C) |lLall* = On i)
D) ||L.)f*=1

On se place maintenant dans Rs{X] et on considére la famille constituee par les polynémes Ly, L1, La, L
et on cherche & exprimer un polynéme de R3[X] sous la forme :

alqg+ ,BL-l + Lo + dlq

A} La décomposition n’est pas unique.
B) La décomposition est unique car la famille est orthogonale.
C) La décomposition est unique si on impose o+ f+y+4 = (—1)®

D) La décomposition est unique si on impose «+ 8+ + =10

Soit le polynéme @ = X* — 1 on peut écrire @ sous la forme :

1 3 3 1

R SRS SR

A) @ 5 0+2L1 5 2+2L3
1 3 3 1

L Lo4 oLy — 2Ty — L.

B) @ 2L0+2L1 912 2L3,

3 3
C) =Ly §L1 + §L2 + 213,

3 H
D = —Lg+ —Li + — L.
) Q@ o+ alt tple
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