PROBLEME 1

Objectifs

Dans la partie I, on considere deux exemples de fonctions indéfiniment dérivables sur R et on s’inter-
roge sur 1’existence d’un développement en série entiere dans un voisinage de 0 pour ces fonctions.
Dans la partie II, indépendante de la partie I, on démontre le théoreme de Borel en construisant,
pour toute suite réelle (b,),en, une fonction f indéfiniment dérivable sur R telle que pour tout p € N,

f(p)(o) — bp.
Partie I - Deux exemples de fonctions indéfiniment dérivables
On considere la fonction f définie sur R par :
+00 )
¥xeR, f(x) = f e =gy,
0

Q1. Montrer que la fonction f est bien définie sur R.
+00
Pour tout p € N, onnote I', = f tPedr.
0

Q2. Pour tout p € N, justifier I’existence de I', et déterminer une relation entre ', et I',,.
Q3. En déduire, pour tout p € N, la valeur de T'),.

Q4. Montrer que f est indéfiniment dérivable sur R et déterminer, pour tout x € R et tout p € N,

f(ﬂ) (x).

(0
Q5. En déduire le rayon de convergence de la série entiere Z S )x” .

p=0 p'
La fonction f est-elle développable en série entiere au voisinage de 0 ?

On considere la fonction g définie sur R par :

+00

VxeR,glx) = Z e k(1-ikn)
k=0

Q6. Montrer que g est indéfiniment dérivable sur R et déterminer, pour tout x € R et tout p € N,
(p)
g7 ().
Q7. Montrer que pour tout p € N,

g(p)(o)l > p2pe—ﬂ.

»(0
Q8. En déduire le rayon de convergence de la série entiere Z & E )xp .
p=0 p:
La fonction g est-elle développable en série entiere au voisinage de 0?
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Q9.

Q10.

Q11.

QI12.

Q13.

Partie II - Le théoréme de Borel

Déterminer deux nombres complexes a et b tels que pour tout x € R :

1+x2 x—i x+i

1 a b
+

. . : 1
On considere la fonction ¢ définie sur R par: Vx € R, ¥(x) = —.
X—i
Montrer par récurrence que pour tout p € Nettout x € R:

(-D?p!
(x — Q)P+t

() =

Déterminer, pour tout p € N, la dérivée p-ieme de la fonction ¢; définie sur R par :

Vxe R, ¢(x) = 2

+1
Montrer que pour tout p € N et tout x € R, |(x + - (x - i)”+1| <2(1 + xz)pT.
En déduire que pour tout p € N et tout x € R*, ona:

p!
|x|p+1'

(p)
|‘101p (x)| <
Pour tout réel @, notons ¢, la fonction définie sur R par :

Vx e R, ¢u(x) = ———.
* #al) 1 +a?x?

Montrer que pour tout p € N et tout x € R* :

!
No® _p-
|l |"D!I (x)| < |x|p+1‘

On considere une suite réelle (a,),en €t on lui associe la suite de fonctions (u,),cn définie sur R par :

a,x"

eR = —.
Yx &R, u(x) 1 + nlax?
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Q14.

QI5.

Q16.

Q17.

QI8.
Q19.

Pour tout n € N, on note @, = Vn!a,. Montrer que pour tout entier p > 0, tout entier n > p et

tout réel x, on a :
P

U =a, Y (’,Z)—(n " S e .

k=0

En déduire que pour tout entier n > 0 et tout entier p € [0,7 — 1], u'”(0) = 0 et déterminer
(n)
u"(0).

Montrer que pour tout entier n € N*, tout entier p € [0,n — 1] et tout réel x, on a :

uﬁf’)(x)| < wp&".
Vn!
+00
En déduire que la fonction U = Z u, est bien définie et indéfiniment dérivable sur R.
n=0
p-1
Montrer que U(0) = aj et pour tout entier p > 1, UP(0) = Z uf{’)(O) + pla,.
n=0

Déduire de ce qui précede que pour toute suite réelle (b)) en, il existe une fonction f indéfini-
ment dérivable sur R telle que pour tout p € N, fP(0) = b,.

Ce résultat est appelé théoreme de Borel. Il a ét¢ démontré par Peano et Borel a la fin du
XIx© siecle.
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