EXERCICE 3
Etude d’une marche aléatoire

Partie I - Calcul des probabilités

Q28. A l'instant 0, le pion est en A donc pg =1 et go =19 = 0.

1
A Tinstant 1, la probabilité qu’il reste en A est 3 donc p; = 5 Sinon, il se déplace de maniere

équiprobable sur I'un des deux autres points donc ¢ = r| =

o |

Q29. Soit n € N.
Pour n = 0, on a bien V} = MVj.
On suppose maintenant n € N*,
{A,, B,,C,} est un systeme complet d’événements de probabilités non nulles donc, d’apres la
formule des probabilités totales,

P(Ani1) = P(An) Pa, (Ani1) + P(Bn) Pp, (Ania) + P(Cn) Fe, (An 1)

1
P4, (A,11) est la probabilité de rester en A de l'instant n a 'instant n + 1 donc 5

1 1
Py, (A,+1) est la probabilité de passer de B a A donc 1 De méme, Pp, (Api1) = 1
1 1 1
Par conséquent, P(A,41) = éP(An) + ZP(BH) + ZP(C’,L).

On raisonne de méme pour exprimer b, 1 et ¢,.1 et on conclut que V,, .1 = MV,,.

Q30. Pour n € N, on pose P(n) : "V, = M"Vy".
MP° = I donc P(0) est vraie.
Soit n € N. On suppose P(n) vraie.
D’apres la question précédente, V,, .1 = MYV, et, d’apres 'hypothese de récurrence, V,, = M"V,
donc V,, 1y = MM™Vy = M™ 1V, : P(n + 1) est vraie.
Par récurrence, on peut alors conclure que, pour tout n € N, V,, = M"Vj,.

1
Vo = | 0| donc, en utilisant le résultat admis sur M™ :
0
4" + 2 4" —1
VneN, p,=——, ¢, =1, =
MES P m s I T T =
1
Q31. Quand n tend vers l'infini, 4" +2 ~ 4" et 4" — 1 ~ 4" donc lim p, = lim ¢, = lim r, = —.
n—4o0o n—-4oo n—-4oo 3
Cela signifie que, si on observe la position du pion apres un grand nombre d’étapes, il y a autant

de chances qu'il soit en A, en B ou en C.
Partie II - Nombre moyen de passages en A.

Q32. X; + -+ X, est le nombre de passages par le point A lors des n premieres étapes et E(X; +
-+ + X,,) est le nombre moyen de passages par A lors des n premieres étapes.

AT+ 2

34

4" 42
donc E(X,) = 3 JZL" :

Q33. X, suit la loi de Bernoulli de parametre p = P(A,,)

Q34. a, = E(X; +---+ X,,) donc, par linéarité de 1'espérance, a, = Z E(X;) et, d’apres la question
i=1



précédente,

1
o 21l
334, 1

4

Par conséquent,

Partie III - Temps d’attente avant le premier passage en B
Q35. Comme le pion est en A a U'instant 0, (Tp =1) = By dou P(Tg=1) = —.

(Tg=2) = B NDB,
= (A4, NBy)U(CiNB,)

Ces deux événements sont incompatibles donc P(Tp = 1) = P(A; N By) + P(Cy N By).

1 1
Par définition d’une probabilité conditionnelle, P(A; N By) = P(A;)Pa,(B2) = 3%1=%
1 1 1
De méme P By) = —=—.
e méme P(Cy N By) 4;4 TG
Finalement, P(Tp = 2) = 16

Q36. A l'instant n, le pion est en A, en B ou en C donc B, = A, U C,,.

Q37. BINBy = (A,UC) N (A UCy) = (AN A) U (A NCo) U (C1N AU (CLNCy).
En prenant l'intersection avec B3 on obtient 4 événements deux a deux incompatibles donc
P(BsN B NBy=P(BsNA NA)+ P(BsNA NCy) + P(BsNCiNAy) + P(BsNCyNCy).
P(BsN A1 N Ay) = P(A1 N Ag)Pajna,(Bs) = P(A; N Ag)Pa,(Bs) car la position a l'instant 3 ne
dépend que la position a l'instant 2. Ainsi P(BsN A1 NAy) = iP(Al NA,).
On procede de méme avec les 3 autres termes puis on se retrouve avec la somme de 4 probabilités
d’événements incompatibles. On utilise la relation du début de cette question pour conclure :

. 1
P(BgﬂBlﬂBz) - ZP(BlﬂBz)

Avec la définition d'une probabilité conditionnelle, P(Bs|B; N By) = ~

Q38. Soit k € N*,

(TB—/{? <

D i

B; ) N By. Avec la définition d’une probabilité conditionnelle et le résultat admis,
1

S
I

L,
P(Ty = <ﬂ
k—1 a 1
(\Bi=(Ts > k)= (Ts = k) U(Tp > k+1) donc P(Tp = k) = T (P(Tp=k)+ P(Tp > k+1) =
T 1
Z(P(TB =k)+4P(ITg=k+1))dou P(Tg =k+1) = %P(TB =k). Deplus P(Tg =1) = 1 donc,



1 /3\ k!
pourkZl,P(TB:k):Z<Z) :

+o0
{Ts = k; k € N} est un systeme complet d’événements donc P(T5 =0) =1 — ZP(TB = k)
k=1

(R
4 3

1=y
Par conséquent, P(Tp = 0) = 0.

1 1\ 1
Q39. Pour tout k € N*, P(Tg = k) = 1 (1 — Z) donc Tp suit la loi géométrique de parametre 1

On en déduit que T admet une espérance et E(Tg) = 4.



