
Questions obligatoires :
Maths : Partie 1 Physique : Q C1-C2-C3 Informatique : Q C4-C5a-C5b

Pour les plus motivés : intégralité du sujet

Ce problème aborde l’étude de la transformation de Fourier utilisée pour le traitement des signaux
analogiques. Elle permet de modéliser le comportement fréquentiel d’un signal. La partie 1 étudie
quelques propriétés de la transformée de Fourier d’un signal analogique continu par morceaux et
intégrable sur R. La partie 2 étudie le cas particulier dun signal périodique. Le résultat auquel elle
aboutit est utilisé dans la partie 3 pour démontrer le théorème de l’échantillonnage de Shannon.
On note

- Ecpm le C espace vectoriel des fonctions f : R → C continues par morceaux sur R et intégrables
sur R ;

- S le C-espace vectoriel des fonctions f : R → C continues sur R telles que ∀k ∈ N, la fonction
x $→ xkf(x) est bornée sur R.

1 Transformation de Fourier

Pour toute fonction f ∈ Ecpm, on considère la fonction F(f) (transformée de Fourier de f) définie par

∀ξ, F(f)(ξ) =

∫ +∞

−∞

f(t)e−2πitξ dt

1.A On considère la fonction ϕ définie sur R par

∀x ∈ R, ϕ(x) =

{

1 si x ∈ [−1
2 ,

1
2 ]

0 sinon

Justifier que ϕ appartient à Ecpm et montrer que sa transformée de Fourier F(ϕ) est égale à la
fonction ψ définie sur R par

∀x ∈ R
∗, ψ(x) =

sin(πx)

πx
et ψ(0) = 1

.

1.B -

1.B.1 Justifier que ψ est développable en série entière. Préciser ce développement ainsi que son
rayon de convergence. En déduire que ψ est de classe C∞ sur R.

1.B.2 Prouver

∀n ∈ N,

∫ n+1

n
|ψ(x)| dx ≥

2

π2(n+ 1)

En déduire que ψ n’est pas intégrable et donc n’appartient pas à Ecpm.

1.C Soit f ∈ Ecpm. En utilisant le théorème de continuité des intégrales à paramètre, montrer que
la fonction F(f) est continue sur R.

1.D Soit f ∈ S.

1.D.1 Justifier que, pour tout entier naturel n, la fonction x $→ xnf(x) est intégrable sur R.

1.D.2 Démontrer que la fonction F(f) est de classe C∞ sur R et que

∀n ∈ N, ∀ξ ∈ R, (F(f))n(ξ) = (−2iπ)n
∫ +∞

−∞

tnf(t)e−2iπtξ dt

1.E On considère la fonction θ : R → C définie par θ(x) = exp(−πx2), pour x ∈ R.

1.E.1 justifier que θ ∈ S et que F(θ) est solution de l’équation différentielle

∀ξ ∈ R, y′(ξ) = −2πξy(ξ)

1.E.2 Etablir que F(θ) = θ.
On admettra que

∫ +∞

−∞
θ(x) dx = 1.
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2 Cas de fonctions périodiques

Pour tout entier naturel n, on note Sn la fonction définie sur R par

∀x ∈ R, Sn(x) =
n
∑

k=−n

e2πikx

Soit f : R → C une fonction de classe C∞ sur R et 1-périodique. On considère :
- la fonction g définie sur [−1, 1] par

∀x ∈]− 1, 1[\{0}, g(x) =
f(x)− f(0)

sin(πx)
g(0) = 0 g(1) = g(−1) = −g(0)

- la suite de complexes (cn(f))n∈Z définie par

∀n ∈ Z, cn(f) =

∫ 1/2

−1/2
f(x)e−2πinx dx

2.A

2.A.1 Montrer que la fonction g est de classe C1 sur ]− 1, 1[\{0} et continue sur ]− 1, 1[.

2.A.2 Calculer la limite de g′ en 0. Par exemple à l’aide d’un développement limité, en déduire
que g est de classe C1 sur ]− 1, 1[.

On citera rigoureusement le théorème du prolongement dérivable.

On admet dorénavant que g est de classe C1 sur [−1, 1].

2.B Soit n ∈ N. Calculer l’intégrale
∫ 1/2
−1/2 Sn(x) dx.

2.C Démontrer que

∀n ∈ N, ∀x ∈

[

−
1

2
,
1

2

]

\ {0}, Sn(x) =
sin((2n + 1)πx)

sin(πx)

2.D Justifier que

∀n ∈ N
∗,

n
∑

k=−n

ck(f) = f(0) +

∫ 1/2

−1/2
g(x) sin((2n + 1)πx) dx

2.E A l’aide d’une intégration par parties, montrer l’existence d’un réel C tel que

∀n ∈ N,

∣

∣

∣

∣

∣

∫ 1/2

−1/2
g(x) sin((2n + 1)πx) dx

∣

∣

∣

∣

∣

≤
C

2n+ 1

2.F Soit t ∈ [−1/2, 1/2]. On considère la fonction Gt définie sur [−1/2, 1/2] par

∀x ∈

[

−
1

2
,
1

2

]

, Gt(x) = f ′(x+ t) sin(πx)− (f(x+ t)− f(t))π cos(πx)

Etablir l’existence d’un réel D, indépendant de x et de de t, tel que

∀x ∈

[

−
1

2
,
1

2

]

, ∀t ∈

[

−
1

2
,
1

2

]

, |Gt(x)| ≤ Dx2

2.G Prouver l’existence d’un réel E tel que

∀t ∈

[

−
1

2
,
1

2

]

,

∣

∣

∣

∣

∣

f(t)−
n
∑

k=−n

ck(f)e
2iπkt

∣

∣

∣

∣

∣

≤
E

2n+ 1
(2.1)

On pourra introduire la fonction ht : x &→ f(x+ t).
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3 Formule d’échantillonage de Shannon

Soit f ∈ S dont la transformée de Fourier F(f) est nulle en dehors du segment [−1/2, 1/2]. on pose

∀k ∈ Z, ∀x ∈ R, ψk(x) = ψ(x+ k) (3.1)

où ψ est définie à la question 1.B.

3.A Justifier que ∀n ∈ N, (F(f))(n)
(

1
2

)

= (F(f))(n)
(

−1
2

)

= 0.

3.B Soit h la fonction définie sur R, qui est 1-périodique et qui vaut F(f) sur l’intervalle [−1/2, 1/2].
Montrer que h est de classe C∞ sur R.

3.C A l’aide de l’inégalité (2.1), prouver l’existence d’une suite de nombres complexes (dk)k∈Z

telle que la suite de fonctions

(

x &→
n
∑

k=−n

dke
2πikx

)

n∈N

converge uniformément vers F(f) sur

[−1/2, 1/2].

3.D Démontrer que la suite de fonctions

(

n
∑

k=−n

dkψk

)

n∈N

converge uniformément vers f sur R.

On notera symboliquement f =
∑+∞

k=−∞
dkψk.

3.E Etablir que ∀j ∈ Z, f(−j) = dj .
L’égalité f =

∑+∞

k=−∞
f(−k)ψk traduit la reconstruction du signal f à partir de l’échantillon

(f(k))k∈Z.
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A2.  Écrire l’équation de conservation de la masse (ou équation de continuité). La linéariser. 
L’équation linéarisée sera notée (M). 
 
A3.  Lors du passage d’une onde sonore, les transformations de l’air sont supposées 
adiabatiques réversibles. On introduit FS le coefficient de compressibilité isentropique de l’air.  
Rappeler l’expression de FS en fonction de la pression P et du volume V d’une particule de 
fluide, puis en fonction de la pression P et de la masse volumique du fluide P. 
Linéariser cette expression dans le cadre de l’approximation acoustique. L’équation linéarisée 
sera notée (T). 
 
A4.  En utilisant les équations (E), (M) et (T), retrouver l’équation de propagation de l’onde  
 
sonore à une dimension vérifiée par p                    Donner l’expression de c. 
 
 
Expliquer comment on peut passer à l’équation d’une onde sonore tridimensionnelle. 
 
A5.  Déterminer l’expression de c pour un gaz parfait et sa valeur numérique pour l’air à 
T = 20,0 °C.  
 

B / Étude d’une onde sonore harmonique 
 
B1.  On étudie une onde unidimensionnelle dont le champ de surpression complexe 
s’écrit p(x,t) = p0 exp [j(Zt – kx)]. 
Justifier clairement que cette onde est plane, progressive, harmonique, et préciser dans quel 
sens elle se propage. On donnera la définition de chaque terme et on précisera pour chacun 
pourquoi on peut l’attribuer à cette onde. 
 
B2.  Établir la relation de dispersion pour cette onde. Qu’en déduire ? 
 
B3.  On cherche le champ de vitesse complexe sous la forme v(x,t) = v0 exp [j(Zt – kx)], 
avec 𝑣⃗𝑣 = v 𝑢⃗⃗𝑢𝑥𝑥. 
Montrer qu’on peut écrire p(x,t) = Z v(x,t). Préciser l’expression de Z et donner son nom. 
 
B4.  Déterminer l’expression de Z pour un gaz parfait. 
En déduire sa valeur numérique pour l’air à T = 20,0 °C et P0 = 1,00 bar. 
 
B5.  On définit l’intensité sonore par la valeur moyenne I = < p v >. 
Vérifier que I a bien la dimension d’une puissance surfacique. 
 
B6.  On définit l’intensité sonore en décibels comme  IdB = 10 log ( 𝐼𝐼

𝐼𝐼0
) , où I0 est l’intensité 

de référence et vaut I0 = 1,00.10-12 W.m-2. 
Justifier la différence avec le gain en décibels en électricité, défini par GdB = 20 log (𝑢𝑢𝑠𝑠

𝑢𝑢𝑒𝑒
)  où us 

et ue sont respectivement les tensions de sortie et d’entrée du montage. 
 
B7.  On veut ici vérifier si l’approximation acoustique est justifiée, même pour un son très 
intense d’intensité IM. 
Déterminer les expressions de p0 et de v0, amplitudes de la pression et de la vitesse, en 
fonction de IM notamment. 
Donner un ordre de grandeur de l’intensité en décibels d’un son très intense, en déduire 
l’intensité IM correspondante puis p0 et v0 et conclure. 
  
 

𝜕𝜕2𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑥𝑥2 =

1
𝑐𝑐2

𝜕𝜕2𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑡𝑡2  
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C2b.  Attribuer à chaque spectre (1 et 2) son instrument (flûte (a) ou harmonium (b)) en 
justifiant ce choix. 
 
C3.  Pour calculer le spectre d’un signal sonore, on fait une acquisition numérique du son, 
puis on réalise la FFT (« Fast Fourier Transform » ou « transformée de Fourier rapide » en 
français) du signal numérique. Pour que le spectre soit correct, il faut prendre quelques 
précautions, notamment dans le choix de la fréquence d’échantillonnage. 
 
On pourra utiliser avantageusement des schémas pour répondre aux questions suivantes. 
 
C3a.  Quel critère doit respecter la fréquence d’échantillonnage fe ? 
Quel est le nom du phénomène qui apparaitrait dans le cas d’un mauvais choix de fe ? 
Proposer une fréquence d’échantillonnage fe sachant que les fréquences audibles vont de 
20 Hz à 20 kHz. Justifier. 
 
C3b.  Citer une situation dans laquelle le critère de la question C3a n’est pas vérifié.  
Comment procéder expérimentalement pour éviter le phénomène gênant décrit ci-dessus ? 
 
On se propose maintenant d’écrire un script python pour calculer la transformée de Fourier 
d’un signal. On rappelle qu’il est indispensable de détailler les points principaux de l’algorithme 
ou du code avant de l’écrire, ou de commenter ses grandes lignes. 
 
En langage python, les nombres complexes s'écrivent x+yj où x et y désignent 
respectivement les parties réelles et imaginaires du complexe (il est impératif de coller y et j 
et d’écrire le nombre y : le nombre j s’écrit 1j). Les principales commandes peuvent être 
illustrées par 
 
z=2+3j     # Définition d'un complexe 𝑧𝑧 
t=z**3+2*z/(1+1j)   # Calculs 
z.conjugate()    # Renvoie le conjugué de 𝑧𝑧 
abs(z)    # Module 
 
De plus, le module numpy de python permet de manipuler les nombres complexes simplement. 
En effet, la fonction exp (calcul de l’exponentielle) de ce module, que l’on supposera importée, 
accepte un argument complexe et réalise le calcul mathématique attendu. Enfin, on supposera 
aussi importée pi, variable du module numpy qui contient la valeur flottante de la constante 
mathématique 𝜋𝜋. Seules pi et exp seront supposées importées au début du programme. 
 
La transformée Fourier d'un tableau T de taille N est un tableau  T̂ de même taille dont les 
valeurs sont données par la formule suivante : 

∀𝑘𝑘 ∈ ⟦0,𝑁𝑁 − 1⟧; 𝑇̂𝑇𝑘𝑘 = ∑ 𝑇𝑇ℓ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (−
2𝑗𝑗𝑗𝑗𝑘𝑘ℓ
𝑁𝑁

)𝑁𝑁−1
ℓ=0  

 
C4.  On va d’abord écrire un algorithme naïf. 
 
C4a.  Écrire une fonction omega prenant comme argument deux entiers a et N et renvoyant 
le nombre complexe 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (− 2𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑁𝑁
). 

 
C4b.  En déduire une fonction TF renvoyant la transformée de Fourier d'un tableau T donné 
en argument.  
 
C4c.  Déterminer la complexité de TF dont l’entrée est un tableau de N éléments. On donnera 
la réponse en 4(f(N)). 
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C5.  Transformée de Fourier rapide 
Un autre algorithme utilisant le paradigme « diviser pour régner » a été proposé par J. Cooley 
et J. Tukey en 1965. 
On suppose que 𝑁𝑁 est pair, de la forme 𝑁𝑁 =  2𝑝𝑝. Soit 𝑇𝑇 un tableau de taille 2𝑝𝑝, on note 𝑃𝑃 et 𝐼𝐼 
les tableaux de taille 𝑝𝑝 donnés par 𝑃𝑃 = [𝑇𝑇0,𝑇𝑇2, … ,𝑇𝑇2𝑝𝑝−2] et 𝐼𝐼 = [𝑇𝑇1,𝑇𝑇3, … ,𝑇𝑇2𝑝𝑝−1]. 
On note 𝑃̂𝑃 et 𝐼𝐼 les transformée de Fourier de 𝑃𝑃 et 𝐼𝐼. 
 
On admet que pour tout 𝑘𝑘 ∈ ⟦0,2𝑝𝑝 − 1⟧, on a, avec 𝑁𝑁 =  2𝑝𝑝 : 
 

∀𝑘𝑘 ∈ ⟦0,𝑁𝑁 − 1⟧;  𝑇̂𝑇𝑘𝑘 = {
𝑃̂𝑃𝑘𝑘 + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝 (− 2𝑗𝑗𝑗𝑗𝑘𝑘

𝑁𝑁
) 𝐼𝐼𝑘𝑘                          si   𝑘𝑘 ∈ ⟦0, 𝑝𝑝 − 1⟧

𝑃̂𝑃𝑘𝑘−𝑝𝑝 + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝 (− 2𝑗𝑗𝑗𝑗𝑘𝑘
𝑁𝑁

) 𝐼𝐼𝑘𝑘−𝑝𝑝             si  𝑘𝑘 ∈ ⟦𝑝𝑝, 2𝑝𝑝 − 1⟧
 

 
C5a.  Écrire une fonction separe, qui étant donné un tableau T donné en argument, renvoie 
un couple de tableaux (P,I) où P est constitué des éléments de T d'indice pair et I ceux 
d'indice impair. 
 
C5b.  On suppose que 𝑁𝑁 est une puissance de 2 de la forme 𝑁𝑁 = 2𝑞𝑞. Les tableaux P et I 
renvoyés par la fonction separe ont donc eux aussi un nombre pair d’éléments et on peut 
faire sur eux la même opération. 
Écrire une fonction récursive TFR renvoyant la transformée de Fourier d’un tableau T donné 
en argument en utilisant les transformées de Fourier P̂ et Î de P et I respectivement, ainsi 
que la fonction omega définie précédemment.  
 
C5c.  On note 𝐶𝐶(𝑞𝑞) le nombre d’appels récursifs nécessaires au calcul de la transformée de 
Fourier rapide d'une liste de 2𝑞𝑞 éléments avec l'algorithme ci-dessus. 
(a) Déterminer une relation de récurrence vérifiée par 𝐶𝐶(𝑞𝑞). 
(b) En déduire 𝐶𝐶(𝑞𝑞) en fonction de 𝑞𝑞, puis en fonction de 𝑁𝑁. 
 
C5d.  Laquelle des deux fonctions TF ou TFR vous semble la plus efficace ? Justifier. 
 

D / Problèmes à résoudre lors de concerts 
 
Les questions qui sont posées dans cette sous-partie demandent de l’initiative de la part du 
candidat. Les pistes de recherche doivent être indiquées même si elles n’aboutissent pas. Le 
barème tiendra compte du temps nécessaire pour répondre à de telles questions et les 
valorisera. On pourra utiliser la figure 1 et tous les résultats précédemment obtenus. 
 
D1.  Au cours d’un concert, dès que le chanteur passe devant le haut-parleur, il se met à y 
avoir un sifflement très désagréable. 
Expliquer l’apparition de ce sifflement. 
 
D2.  Les enfants d’une classe participent à un concours de chant en plein air où les parents 
de plusieurs dizaines d’écoles les écoutent sur un terrain de sport de largeur 50 m. Pour que 
tout le monde entende, un micro enregistre leur chanson et un haut-parleur le restitue et 
l’amplifie pour les parents.  
À quelle distance des haut-parleurs doit-on placer le premier rang ? 
 
D3.  Lors d’un concert de piano-chant, le chant du soliste fait 65 dB, tandis que la musique 
du piano atteint 80 dB. Par conséquent, on n’entend pas le chant du soliste. 
Le chef de chœur vous demande alors combien il faudrait de chanteurs pour qu’on entende le 
chant.  
Répondre à sa question. 
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G1c.  Montrer qu’on peut négliger les effets de la pesanteur. 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
G1d.  En étudiant le mouvement d’un électron, établir la relation 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑒𝑒𝑒𝑒 = 𝛾𝛾𝛾𝛾 𝐸⃗⃗𝐸𝐸𝐸. 
Donner le nom et l’expression de 𝛾𝛾𝛾𝛾 en fonction notamment des paramètres du plasma. 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
G2.  Écrire les équations de Maxwell adaptées au plasma. 
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DEUXIEME PARTIE 
Les ondes électromagnétiques dans les plasmas 

 

 
G. Mise en équation pour des OPPH 

 
G1a.  Montrer que la charge volumique est nulle au sein du plasma. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
G1b.  Lors du passage d’une onde électromagnétique dans le plasma, à quelle condition 
peut-on négliger l’effet du champ magnétique 𝐵⃗⃗𝐵𝐵𝐵 devant celui du champ électrique 𝐸⃗⃗𝐸𝐸𝐸 pour le 
mouvement des charges ? 
À quelle condition peut-on négliger le mouvement des ions devant le mouvement des 
électrons ? 
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C3a.  Quel critère doit respecter la fréquence d’échantillonnage fe ? 
Quel est le nom du phénomène qui apparaitrait dans le cas d’un mauvais choix de fe. 
Proposer une fréquence d’échantillonnage fe sachant que les fréquences audibles vont de 
20 Hz à 20 kHz. Justifier.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
C3b.  Citer une situation dans laquelle le critère de la question C3a n’est pas vérifié.  
Comment procéder expérimentalement pour éviter le phénomène gênant décrit ci-dessus ?  
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 NE RIEN ÉCRIRE DANS CE CADRE

10 
 

C4a.  Écrire une fonction omega prenant comme argument deux entiers a et N et renvoyant 
le nombre complexe 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 (− 2𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑁𝑁𝑁𝑁
). 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
C4b.  En déduire une fonction TF renvoyant la transformée de Fourier d'un tableau T 
donné en argument. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
C4c.  Déterminer la complexité de TF dont l’entrée est un tableau de N éléments. On 
donnera la réponse en 4(f(N)). 
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F2.  Est-il nécessaire d’effectuer des travaux d’isolation phonique quand c’est la flûte qui 
est jouée ? quand c’est le trombone ? Justifier.  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
F3.  Quelle est la meilleure solution en termes de coût et d’efficacité si on ne joue que de 
la flûte dans le garage ? que du trombone ? les deux séparément ? les deux en même 
temps ? 
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C5.  Transformée de Fourier rapide 
C5a.  Écrire une fonction separe, qui étant donné un tableau T donné en argument, 
renvoie un couple de tableaux (P,I) où P est constitué des éléments de T d'indice pair et I 
ceux d'indice impair. 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
C5b.  Écrire une fonction récursive TFR renvoyant la transformée de Fourier d’un tableau T 
donné en argument en utilisant les transformées de Fourier P̂ et Î de P et I respectivement, 
ainsi que la fonction omega définie précédemment. 
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E4.  (b) Écrire une requête permettant d’obtenir l’ensemble des noms et prénoms des 
élèves jouant du violon depuis 10 ans ou plus en utilisant la commande JOIN. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
E5.  Écrire une requête qui donne le nom et le prénom de(des) l’élève(s) de l’école qui y 
étudie depuis le plus longtemps.  
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
F / Isolation acoustique 

 
F1.  Estimer la fréquence minimale pour chaque instrument en faisant une analogie avec 
la corde vibrante. Expliquer pourquoi c’est la fréquence minimale. 
F1.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Sachant qu’une octave correspond à un doublement de fréquence, déterminer la fréquence 
maximale de chaque instrument. 
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C5c.  (a) Déterminer une relation de récurrence vérifiée par 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑞𝑞𝑞𝑞). 
(b) En déduire 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑞𝑞𝑞𝑞) en fonction de 𝑞𝑞𝑞𝑞, puis en fonction de 𝑁𝑁𝑁𝑁. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Laquelle des deux fonctions TF ou TFR vous semble la plus efficace ? Justifier. 
 
 
 
 
 
 
 
  

   17 Tournez la page S.V.P. 
 

En supposant que ce format a été choisi, écrire la requête qui renvoie les noms et prénoms 
des élèves classés par date de naissance. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
E3.  Écrire la requête permettant d’obtenir les id, nom, prenom et date_naissance des 
élèves nés après 2000 (exclu). 
Comment s’appelle l’opération correspondante ?  
Écrire cette opération dans le langage de l’algèbre relationnelle. 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
E4.  (a) Sachant que l’identifiant du violon est le 23, écrire une requête permettant 
d’obtenir le nom et le prénom des élèves jouant du violon. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


