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I Polynômes et nombres de Bernoulli

I.A - I.A.1) On fixe P 2 R[X] et on procède par analyse-synthèse :

• Si P se décompose sous la forme P = Q+ � avec Q 2 H et � 2 R, alors en
intégrant sur [0, 1], on obtient (par linéarité de l’intégrale) :

Z 1

0
P (x)dx =

Z 1

0
Q(x)dx

| {z }
=0

+

Z 1

0
�dx = �,

et donc

Q = P � � = P �
Z 1

0
P (x)dx.

Ceci montre (sous réserve d’existence) l’unicité de la décomposition.

• La décomposition précédemment obtenue convient car en posant

Q = P (t)�
Z 1

0
P (x)dx et � =

Z 1

0
P (x)dx, on a

* P = Q+ �,

* � 2 R,

* Q 2 H car
Z 1

0
Q(x)dx =

Z 1

0
(P (x)� �) dx =

Z 1

0
P (x)dx� � = 0.

On en déduit qu’ il existe un unique couple (Q,�) 2 H ⇥ R tel que P = Q+ � .

I.A.2) Soit R 2 R[X]. Cette fonction polynomiale possède une primitive (elle-même
polynomiale), notée P . D’après la question précédente, on peut écrire P = Q+�
avec Q 2 H et � 2 R. D’où :

R = P 0
= (Q+ �)0 = Q0

+ �0
|{z}
=0

= D(Q),

ce qui montre que tout R 2 R[X] possède un antécédent dans H par D, c’est-
à-dire D surjective .

I.A.3) En plus d’être linéaire et surjective, l’application D est injective car son noyau
est nul. En effet, si P 2 H et D(P ) = 0, alors P est constant et d’inté-
grale nulle sur [0, 1], donc nul. D est donc une bijection linéaire, c’est-à-dire
un isomorphisme .
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I.A.4) a) La fonction Q est polynomiale car c’est manifestement une primitive sur
R de la fonction polynomiale P (elle est de la forme x 7!

R
x

0 P (t)dt+cste).

Ensuite, en décomposant P suivant la base monomiale (P =

dX

k=0

a
k

Xk

avec d 2 N et les a
k

réels), on obtient, pour tout x 2 R :

Q(x) =

Z
x

0

 
dX

k=0

a
k

tk

!
dt+

Z 1

0
(t� 1)

 
dX

k=0

a
k

tk

!
dt

=

dX

k=0

a
k

✓Z
x

0
tkdt

◆
+

dX

k=0

a
k

Z 1

0
(tk+1 � tk)dt

=

dX

k=0

a
k

xk+1

k + 1

+

dX

k=0

a
k

✓
1

k + 2

� 1

k + 1

◆
.

En intégrant sur [0, 1], on obtient :
Z 1

0
Q(x)dx =

dX

k=0

a
k

1

(k + 1)(k + 2)

+

dX

k=0

a
k

✓
1

k + 2

� 1

k + 1

◆
,

c’est-à-dire
Z 1

0
Q(x)dx =

dX

k=0

a
k

1

(k + 1)(k + 2)

+

dX

k=0

a
k

✓
�1

(k + 2)(k + 1)

◆
= 0,

et donc Q 2 H .

b) Q est un polynôme de H tel que Q0
= P , c’est donc (d’après I.A.3))

l’unique polynôme de H vérifiant cette propriété, et donc Q = '(P ) .

I.B - I.B.1) Pour tout réel x, on a, en utilisant la question I.A.4) :

B1(x) = '(B0)(x) =

Z
x

0
dt+

Z 1

0
(t� 1)dt = x� 1

2

,

B2(x) = '(B1)(x) =

Z
x

0

✓
t� 1

2

◆
dt+

Z 1

0
(t� 1)

✓
t� 1

2

◆
dt =

x2

2

� x

2

+

1

12

,

donc B1 = X � 1
2 et B2 =

X

2

2 � X

2 +

1
12 =

1
2(X

2 �X +

1
6) .

I.B.2) Pour tout n 2 N, B
n+1 = '(B

n

) est une primitive de B
n

, donc

B
n+1(1)�B

n+1(0) =

Z 1

0
B

n

(x)dx.

Mais puisque '(R[X]) = H, on a B
n

2 H pour tout n � 1, donc
B

n+1(1)�B
n+1(0) = 0 pour tout n � 1, c’est-à-dire 8n � 2, B

n

(0) = B
n

(1) .

I.C - I.C.1) Pour tout n 2 N et pour tout x 2 R, on a

C 0
n+1(x) =

d

dx

�
(�1)

n+1B
n+1(1� x)

�
= (�1)

n+2B0
n+1(1� x).

Mais B
n+1 est une primitive de B

n

, donc

C 0
n+1(x) = (�1)

nB
n

(1� x) = C
n

(x),

ce qui montre que 8n 2 N, C 0
n+1 = C

n

.
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I.C.2) Soit n 2 N. Le polynôme C
n+1 est dans H car

Z 1

0
C
n+1(x)dx = (�1)

n+1
Z 1

0
B

n+1(1� x)dx = (�1)

n+1
Z 0

1
B

n+1(y)(�dy)

(avec le changement de variable y = 1� x), c’est-à-dire
Z 1

0
C
n+1(x)dx = (�1)

n+1
Z 1

0
B

n+1(y)dy,

et B
n+1 = '(B

n

) est dans H, donc
Z 1

0
B

n+1(y)dy = 0, ce qui entraîne
Z 1

0
C
n+1(x)dx = 0.

Or, d’après la question précédente, C
n+1 est une primitive de C

n

.
D’après I.A.3), le polynôme C

n+1 est donc la seule primitive de C
n

qui est
dans H, c’est-à-dire C

n+1 = '(C
n

) .

I.C.3) On a C0 = B0 = 1 et
⇢

C
n+1 = '(C

n

)

B
n+1 = '(B

n

)

pour tout n 2 N, donc une récurrence

triviale montre que C
n

= B
n

pour tout n 2 N, ce qui signifie
(�1)

nB
n

(1� x) = B
n

(x), et donc (en multipliant par (�1)

n) :
8n 2 N, B

n

(1� x) = (�1)

nB
n

(x) .

I.C.4) Soit n 2 N⇤. La relation précédemment obtenue implique

8x 2 R, B2n+1(1� x) = �B2n+1(x).

En évaluant en x = 0, cela donne B2n+1(1) = �B2n+1(0).
Mais 2n+ 1 � 3, donc d’après I.B.2), B2n+1(1) = B2n+1(0).
On déduit de ces deux relations B2n+1(1) = B2n+1(0) = 0 .

I.D - Le programme suivant, écrit en Maple, calcule et affiche la valeur de B
n

(x) pour (n, x) 2
N⇥ R donnés :

Bern:= proc(n,x)

local k, B, expr, y;

B:= t->1;

# on initialise B avec la fonction constante égale à 1 (pas le nombre 1 !)

for k from 1 to n

do

expr:= int(B(t), t=0..y)+int((t-1)*B(t), t=0..1);

# attention, la variable ’x’ ne doit pas être utilisée ici !

B:= unapply(expr, y);

# pour transformer l’expression calculée en fonction de la variable y

end do;

print(B(x));

# on affiche la valeur de la fonction B au point x

end proc;

II Développement de Fourier

II.A - II.A.1) D’après I.B.1), on a 8x 2]0, 1[, B2(x) = B2(x) =
x2

2

� x

2

+

1

12

, et

B2(0) =
B2(0) +B2(1)

2

=

1

12

= B2(0).
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