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Corrigé de Centrale 2012 PC math 1
Partie IT

T2 est la somme de la série géométrique de raison z2 et de premier terme 1, donc b, = 1
—x
si n est pair, 0 si n est impair.

En prenant a,, = 2b,, on obtient f(x) =

1 2 1
J@) = Q+a)(l—=z) 200-2) 1-z
Mais la suite (a,,) diverge puisque ag, = 2 et azp+1 = 0.

2
T 5 qui vérifie bien
—x

au voisinage de 17.

Le rayon de convergence des séries entieres Y " et > nt"! est égal & 1. La convergence
de la série de fonctions dérivées > nt"~! est donc normale, donc uniforme sur tout segment
[-1+¢,1—¢] pour € > 0.

+oo
Par théoreme de dérivation terme a terme de T = Zt” pour t €] — 1,1[ on obtient

n=0

+oo
1
W = Z nt" ! avec le méme rayon de convergence égal & 1. La série diverge pour t = 1
n=1
et pour t = —1 puisque son terme général ne tend pas vers 0.

On pouvait aussi faire un produit de Cauchy et retrouver la formule du bindme négatif.

—+o0

En posant ¢t = 22 et en changeant n en n+ 1 on obtient ¢(x) = Z(n—i— 12" pour x €] —1,1[.
n=0
Par suite, ugn, =n+1 et ugp41 = 0.
+oo
Y(x) = (1 —x)p(x) = Z(n + 1)(z* — 2*"*) pour = €] — 1,1[. Par suite, vy, = n + 1 et
n=0
Von+1 = 7(71 + 1)
: P - n+1
Puisque va,, + vap4+1 = 0 on déduit v2,4+1 = 0 et U2y, = ———.
2n+1
E ¢ 4 btient f(z) 1 i vérifie bien f(z) L
n prenant a, = 4v,, on obtient f(z) = ——=——— qui vérifie bien f(z) ~ au
P n A 1+22(1-a) 1-=

voisinage de 17. Mais la suite (a,) diverge puisque ag,+1 = 0 alors que as, tend vers 2.
Pour z € [0,1[ et k < n on a ¥ > 2™. De plus a,, > 0.

n n
On en déduit: f(x) > Zak:vk > Zak:c" =A,z".
k=0 k=0

Par hypothese, (1 — z)f(x) tend vers 1 quand z tend vers 1. Il existe donc ¢ > 0 tel que
1 —¢e <2z <1entraine (1 —z)f(z) < 2.

Comme e~ /" tend vers 1 quand n tend vers I'infini on déduit qu’il existe N > 0 tel que n > N
2
entraine 1 —e < e /" < 1 et donc (1 — e ¥/™)f(e™'/™) <2, d’ont f(e™'/") < T =i
—e

2
Pourz =e /" etn>Nona A,e”! < fle7!/") < T =i/ d’oti:
—e n
2e 2eel/m
< <
(n+1)(1 —e-tn) = nelt/n —1)

La suite a,, est majorée pour n > N, donc aussi pour tout n.

an

<262 puisque e* —1 >z et n > 1.
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3) Pour un tel A on obtient @, > v > 0 pour n >

(1-2) i Aga® = zn:Akxk
k=0 k=0

Ap_1)zF — Apznt

n
— E Ak$k+1 =
k=0

k=0

(n + 1)p|z|"*! tend vers 0 quand n tend vers Pinfini, on déduit (1 — x) Z Apa =

n
> et
k=0

n
= Zakxk—Anac"H. Comme pour z €]—1,1[, |4, 2" < A, |z <

n+1

- ZAk—LTk = Ao + Z(Ak -
k=1 k=1

—+o0

f(@).

k=0

N—-1 “+o0 N—-1 +oo
Ak + Z Apx® < Z An_12F+ Z (k+1)puz® (puisque z > 0, que la suite
k=0 k=N k=0 k=N
. f(z) 1—aV = k
Ay, est croissante et que Ay, < (k+1)u). Par suite, < An_q +u Z (k+1)x
1—x 1—x =
—+o0
On en déduit (toujours pour z € [0,1]): f(z) < Anv_1+p Z (k4 1)(zF — 2Fh).
k=N
n n n+1
S o(k+1) " -2 =Y (ke DaF - > kat = (N4 12N+ Z a® — (n41)z"+?
k=N k=N k=N+1 k=N+1

N+1
qui tend vers (N + 1)z + 3167

On a donc f(x) < An—1+p ((N + 1)z +

—Z

D’autre part, e=* > 1 — x entraine pour = > 0:

— e—I

pour 0 < z <

En prenant z = e~~ dans ILD.1.c on obtient

fle™ N) An_ 1+u<(N+1)(e_%)N+

A

—~

A

l—e™ W

\ (e~ ~)N+1
AN71>f(€7ﬁ)*M (N+1)€7A+1ﬁ

—e N

a2
e e N
le__>.

avec I1.D.2.a (pour N > Ny):

N
An_q 2 o M ((N + e+

2l

(e H)¥h

quand n tend vers I'infini.
x
N+
1—2)°

Par hypothese, (1—x)f(z) tend vers 1 quand « tend vers 1, donc (1—
1 quand «x tend vers 0. Il existe donc € > 0 tel que 0 < x < € entraine (

z)(

) tend Vvers
TN f(e7) = 5.

1
. On en déduit f(e~” ) > o

A N
e. En posant x = N on obtient f(e~ Akl) > 2y pour N > Ng.

) donc

A
e N
N N(1—e—%)>

An— 1 1

Avec any_1 = N=1 n obtient aN_1 = o ueiA ( + —+

Avec 1 — e~ ~ z au voisinage de 0 on déduit que N(1 — e %) ~ A quand N tend vers
Iinfini. Par suite le membre de droite du II.D.2.b a pour limite (quand N tend vers

1 1
linfini): o pe= (1 + X) 2)\(1 —2ue™ A+ 1)) = 2v.
\ lim e (A +1) = 0 entraine que v > 0 pour \ assez grand.
—+00

Ny + 1.



