Semaine 6 :

Lundi : 2,87/7
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Quels sont les idéaux de (Z, +, x) ? Démontrer votre affirmation.
Rappeler le théoréeme de structure des groupes monogenes.
Résoudre dans C*® (R, C), I'équation différentielle 3) —y =0
Définir I'assertion "les espaces (F)ie[1,5) sont en somme directe”.

Soit F un espace de dimension finie. Soit p une projection (non triviale) sur F' parallelement & G. Quel est le polynéme
caractéristique de p? le polynéme minimal de p?
Citer le lemme de décomposition des noyaux.

. Donner des énoncés équivalents a ”f est un endomorphisme diagonalisable”.

Mardi : 2,77/7

S I A

Quelle est la définition de I'ordre d’un élément g d’un groupe G 7 Quelles sont ses caractérisations ?
Résoudre z" = (—2).

Donner les formules de changement de bases.

Une projection est elle diagonalisable ? Une symétrie est-elle diagonalisable ?

Démontrer que si P et () sont premiers entre eux, Ker(PQ(f)) = Ker P(f) ® Ker Q(f).

Donner des énoncés équivalents a ”f est un endomorphisme trigonalisable”.

Mercredi : 3,42/6

N =

SN ol o

Enoncer le théoréeme d’Euler et donner sa démonstration.

Quelles sont les suites récurrentes réelles telles que Vn € N, tuy, 3 = 3upy2 — 4uy, ? (on remarquera que ((—1)")pen est
solution)

Qu’est ce qu'un invariant de similitude ? Donner 5 invariants de similitude.

FE est de dimension finie égale a n. Quel est le polynéme caractéristique d’'un endomorphisme nilpotent ?
Rappeler la formule de Grassmann.

Donner la définition de la signature d’une permutation.

Jeudi

RN o e

Définir le PGCD des polynémes P et Q. Comment exploiter que P et ) sont premiers entre eux ?
Calculer Y }'_ cos(kx) en prenant soin de ne pas diviser par 0.

Comment démontrer que les espaces (Fj);ec[1,,) sont en somme directe ?

Caractérisation(s) d’'un endomorphisme diagonalisable ?

Soit E de dimension n. Quelle est la dimension de EP ? de L(E)? de (L(E))P?

Rappeler I’énoncé du théoréme du rang.

Vendredi

. Rappeler le théoréme des restes chinois et en déduire que si p et n sont premiers entre eux, p(np) = (n)e(p)
. Appliquer le lemme de décomposition des noyaux aux polyndémes minimaux d’une projection p puis d’une symétrie s.
. Montrer que le spectre d’'un endomorphisme f est inclus dans I’ensemble des racines de tout polynéme annulateur de

f.

. La matrice A = (1 _Zl) est-elle trigonalisable ? diagonalisable ?

. Soit f un endomorphisme en dimension finie. Quelle est la dimension de 'algébre commutative (K[f],+,0,-)?
. Donner la formule du déterminant d’une matrice A.



Semaine 6 :

Lundi

1. Quels sont les idéaux de (Z,+, x) ? Démontrer votre affirmation.
De maniére générale, les idéaux d’un anneau euclidien (A, +, x) sont exactement les nA.
Si I est un idéal de (Z,+,x) : 1er cas : si I = {0}, I = 0Z. 2éme cas : si I # {0}. Alors par symétrie, I NN* # ().
Soit ng = min(N* N T).
D’une part, noZ C I car I est un sous groupe additif.
D’autre part, si a € I, il existe q,r tels que a = npq+1r et 0 < r < ng. Comme r =a —ngq € I et par statut de nyg,
nécessairement, r =0 et a € ngZ.

2. Rappeler le théoreme de structure des groupes monogenes. Soit G un groupe monogene.
— si G est fini de cardinal n, G est isomorphe d (Z/nZ,+).
— 51 G est infini G est isomorphe d (Z,+)

3. Résoudre dans C*(R, C), Péquation différentielle y®) —y =0
L’équation caractéristique est 3 —1=(r —1)(r? +r+1)=(r —1)(r — j)(r — j).
D’aprés le lemme de décomposition des noyaux, si d est l'opérateur de dérivation,

S = Ker(§ — Id) @ Ker(§ — j1d) @ Ker(6 — 521d)

Donc les solutions sont exactement les fonctions y est telles qu’il existe A, B,C complexes vérifiant Va € R, y(z) =
Aexp(z) + Bexp(jz) + Cexp(jz).

4. Définir le fait que les espaces (F;);e[1,n] sont en somme directe.
Les espaces (F;)iep1,n) sont en somme directe ssi

FixFx---xF, — Y, F
(1,22,...,Tp) — T1+x2+...2,

¢

est bijective.
C’est a dire que la décomposition de chaque x € Y F; est unique.
Par linéarité de ¢, il suffit de vérifier que le noyau de cette application est réduit d {0}, c’est d dire que que si
(21,...2p) € Fy X Fy X -+ X F,, vérifie x1 + -+ + x, = 0g, alors Vi € [1,n],z; = 0g
5. Soit £ un espace de dimension finie. Soit p une projection (non triviale) sur F' parallelement a G. Quel est le polynéme
caractéristique de p? le polynéme minimal de p?
E=F®G. x,= (X —-1)imFxdm& o ) — X(X —1) car Sp(f) = {0,1}.
6. Citer le lemme de décomposition des noyaux.
Soit Py,... P, sont des polyndmes 2 a 2 premiers entre euz, si P =[[F;, si f est un endomorphisme, alors

Ker P(f) = @ Ker P;(f)

7. Caractérisation(s) d’un endomorphisme diagonalisable ?

o [ est diagonalisable.

* B'= ®xesp(r) En

e il existe une base propre pour f

e il existe un polynome annulateur non nul de f scindé a racines simples.
o (15 est scindé d racines simples

® [Thespn) (X —A) est un polynome annulateur de f

o VA € Sp(f),dim(Ey) = my

Mardi

1. Quelle est la définition de 'ordre d’un élément g d’un groupe G 7 Quelles sont ses caractérisations ?
Soit G un groupe et g € G.
Lapplication : ¢ : (Z,+) — (< g >,-) telle que p(k) = g* est surjective. Son noyau est un sousgroupe de (Z,+), donc
de la forme nZ. Alors ¢ : (Z/nZ) — (< g >,-) est un isomorphisme de groupes. Alors :



— si{n e N*|g" =eq} # 0, on pose O(g) = min{n € N*|¢" = ec}
Alors O(g) = Card(< g >), g" = ec < O(g)|p et g* = g7 = O(g)lp — ¢.
— sinon, g n'est pas d’ordre fini et g =eqg = p=0et g? =g & p=gq.
2. Résoudre z™ = (—2).
Une racine n-i¢me de (—2) = 2¢'™ est égale d 2o = ¥/2e¢"™/™. Donc les racinces n-iéme de (—2) sont { 3/2e*Zk+17/n}
3. Donner les formules de changement de bases.
Si B et B sont des bases de F, si P est la matrice de passage de 8 dans ', si f € L(F) et uw € E alors : en posant
X = Matg(u), X' = Matg (u), A= Mats(f), B= Mats(f),
— X =PX'
— B=P 'AP, A= PBP~ ! ¢t AP = PB.
4. Une projection est elle diagonalisable ? Une symétrie est-elle diagonalisable 7
Toute projection est diagonalisable car si p est une projection, X?> — X = X(X — 1) est un polynéme annulateur de p
qut est scindé a racines simples.
De méme, toute symétrie est diagonalisable car si s est une symétrie, X2 —1 = (X — 1)(X + 1) est un polynoéme
annulateur de s qui est scindé d racines simples.
5. Démontrer que si P et @) sont premiers entre eux, Ker(PQ(f)) = Ker P(f) @ Ker Q(f).
SiUP+VQ =1, si x € Ker(PQ(f)), on pose x1 = UP(f)(z) et o = VQ(f)(z) de sorte que 1 + z2 = (UP +
VO)(f)(@) = (1())(@) = Id(x) = 2.
De plus, Q(f)(x1) = QUP(f)(x) = UPQ(f)(x) = U(£)(0) = 0 et P(f)(z3) = 0.
Donc Ker(PQ(f)) = Ker P(f) + Ker Q(f).
Enfin, la somme est directe car si x € Ker P(f) NKer Q(f), alors x = (UP+VQ)(f)(z) =0+0=0.
6. Caractérisation(s) d’un endomorphisme trigonalisable ?
e | est trigonalisable.
e il existe un drapeau adapté d f
e il existe un polynome annulateur non nul de f scindé
o [ip est scindé
e (en DF) xy est scindé

Mercredi

1. Enoncer le théoréme d’Euler et donner sa démonstration.
Si x et n sont premiers entre eux, ¥ = 1[n].
En effet, T est inversible dans Z/nZ. Donc par théoréme de Lagrange, T Zr2)" =T et Card (Z,nZ)* = p(n).
2. Quelles sont les suites récurrentes réelles telles que Vn € N, w13 = 3up42 — 4u, ? (on remarquera que ((—1)™)pen est
solution)
L’équation caractéristique est 73 —3r> +4 = (r + 1)(r> —4dr +4) = (r + 1)(r — 2)2 = 0.
D’apres le lemme des noyaux, si T est l'opérateur de shift,

S = Ker(T + Id) @ Ker(T — Id)*
Donc les solutions sont exactement les suites u telles qu’il existe A, B,C réelles vérifiant ¥n € N,u,, = A(-1)" +
(Bn+C)2™.
3. Qu’est ce qu'un invariant de similitude ? Donner 5 invariants de similitude.
Un invariant de similitude est une fonction constante sur les classes d’équivalence de la relation A ~ B < JP €
GL,, A= PBP~!,
Par exemple, le rang, la trace, le déterminant, le polynome caractéristique, le polynome minimal, les valeurs propres,
le spectre sont des invariants de similitude.
4. F est de dimension finie égale a n. Quel est le polynéme caractéristique d’'un endomorphisme nilpotent ?
Si f est nilpotent, x5 = X".
5. Rappeler la formule de Grassmann.
En dimension finie, dim(F + G) = dim(F') + dim(G) — dim(F N G)
6. Donner la définition de la signature d’une permutation.
Si o est une permutation, sa signature est égale a (—1)1(%) o1 I(0) est le nombre d’inversions de o.
On a aussi £(0) = [[i<icj<n U(Zz_;(‘y).

C’est un morphisme de groupes.



Jeudi

1. Définir le PGCD des polynoémes P et (. Comment exploiter que P et @ sont premiers entre eux ?
Le PGCD unitaire des polynomes P et Q est l'unique polynéme unitaire qui engendre ’idéal PK[X] + QK[X].
P et Q sont premiers entre euz ssi 3(U,V) € K[X]2,UP+VQ = 1.
2. Calculer >77'_ cos(kz) en prenant soin de ne pas diviser par 0.
Six =027, S ji_gcos(kx) =n+1.
Soit x ¢ 277, alors

> cos(kx) = > Re(e™™)
k=0 =

= Re 1_€Z(n+1)$> = Re (elnz/ZQZSHl(n"’l)x>

sinx
cos(nx/2) sin(n + 1)x/2
sinz/2

3. Comment démontrer que les espaces (F;)ie[1,,) sont en somme directe ?
Par linéarité de ¢, il suffit de vérifier que le noyau de cette application est réduit d {0}, c’est d dire que que si
(21,...25) € Fy X Fy X -+ X F,, vérifie x1 + -+ + x, = 0g, alors Vi € [1,n],z; = 0g
4. Caractérisation(s) d’un endomorphisme diagonalisable ?
o f est diagonalisable.
* = Biespn)En
e il existe une base propre pour f
e il existe un polynome annulateur non nul de [ scindé a racines simples.
e [ est scindé d racines simples
* [Taesp(p)(X —A) est un polynome annulateur de f
o Ve Sp(f),dzm(EA) = my
5. Soit E de dimension n. Quelle est la dimension de EP ? de L(E)? de (L(E))P?
dim EP = np, dim L(E) = n? et dim((L(E))P) = p x n?.
6. Rappeler I’énoncé du théoréme du rang.
Si f est un endomorphisme de E de dimension finie, dim(F) = dim Ker(f) + rg(f).

Vendredi

1. Rappeler le théoréeme des restes chinois et en déduire que si p et n sont premiers entre eux, p(np) = ¢(n)p(p)

Sin etp sont premiers entre eux, l'application ¢ : Z/npZ — Z/nZx Z | pZ définie par ¢(x mod np) = (x mod n, z mod p)
est un isomorphisme d’anneauz.

En particulier, les inversibles de Z/npZ s’envoient exactement sur les inversibles de Z /nZx Z [pZ. Donc par cardinalité :
e(np) = p(n)e(p).

2. Appliquer le lemme de décomposition des noyaux aux polyndémes minimaux d’une projection p puis d’une symétrie s.
D’apres le lemme des noyaux et le théoréeme de Cayley-Hamilton, pour p projection et s symétrie,
E = Ker(p? — p) = Ker(p — Id) @ Kerp et E = Ker(s? — Id) = Ker(s — Id) ® Ker(s + Id)

3. Montrer que le spectre d’un endomorphisme f est inclus dans ’ensemble des racines de tout polynéme annulateur de
I
Par récurrence, on montre que Yk € N, f¥(z) = \rx.
Par linéarité, si P =Y ap X*, P(f)(z) = Y (apf*(2)) = S (axXFz) = (3 apA¥)z = P(\)z.
Si x est un vecteur propre de f associé a A, en particulier, x # 0 et P(f)(x) = 0. Donc P(\) = 0.

4. La matrice A = C _21> est-elle trigonalisable ? diagonalisable ?



xa=(X—-1)(X+1)+1= X2 Donc Sp(A) est un singleton. Si A était diagonalisable, A devrait étre semblable a
0, donc nulle. Donc A n’est pas diagonalisable.

Par contre, A est trigonalisable comme toute matrice complexe et remarquons que A est symétrique...

. Soit f un endomorphisme en dimension finie. Quelle est la dimension de 'algébre commutative (K[f], +, x,-) ?
[ admet un polynome minimal car l’idéal Iy des polynomes annulateurs de f n’est pas réduit a {0}.

Alors (Id, f,... f471) est une base de K[f] et dim(K[f]) = d ot d = deg(py)

. Donner la formule du déterminant d’une matrice A.

det((ai ;) = Yoes, €(0) [Tiz1 ti0()

. Donner les formules de changement de bases.

Si B et 5/ sont des bases de E, si P est la matrice de passage de § dans ', si f € L(E) et uw € E alors : en posant
X = Matg(u), X' = Matg (u), A= Matg(f), B= Matg(f),

— X =PX'

— B=P 'AP, A= PBP~' ¢t AP = PB.



