Semaine 5 :

Lundi : 3,48/5

1.

[

”

Donner ’énoncé mathématique de l'affirmation : ” la famille (f,)qer est une famille libre.
Précisez les étapes d’'une démonstration de cette affirmation en utilisant un raisonnement par récurrence.
. Citer le théoréme d’Euler dans anneau (Z/nZ, +, X).

. Compléter la définition suivante par 4 énoncés équivalents :

e )\ est une valeur propre de M.
[ ]

Soit M € M,,(K) et A € K. Alors :

[ )
[ )
[ )
. Donner la définition du polynéme caractéristique de M.

.Sy = Zaka, précisez les valeurs de ag, a,_1 €t a,.

Mardi : 3,29/5
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. Quels sont les idéaux de R[X]?
. Quel est le polynéme caractéristique d’une matrice triangulaire ?

0 0 0 —1

R o . 1 0 0 2

. Quel est le polynome caractéristique de la matrice A = 01 0 -3
0 0 1 4

. Rappeler la formule du déterminant.
. Rappeler les formules de changement de bases.

Mercredi : 3,14/5

1.

Donner la définition d’un groupe. On écrira les propriétés a vérifier en langage mathématique.

. Rappeler la formule du déterminant de Vandermonde (on écrira la matrice correspondante)

. Donner une base et la dimension de ’ensemble des matrices triangulaires supérieures, puis de ’ensemble des matrices

antisymétriques.
. Rappeler la définition du polynéme annulateur d’une matrice carrée.

. Quel est le polynéme minimal de al,, pour a € K.

Jeudi : 3,68/5

AN ol S

Citer le théoreme de Lagrange pour les groupes.
Quel est le polynéme minimal d’une matrice triangulaire dont les coeflicients diagonaux sont 2 & 2 distincts.
Quelle est la formule générale de F; ; Ey.

Quel est le polynéme caractéristique de al,, pour a € K.

-1
Quel sont les polynomes caractéristique et minimal de ((1) 1 )

Vendredi : 3,5/5

AN ol ol

Soit M € M, (K). Quelle est la dimension de lalgébre (K[M], 4+, x,-)?

Rappeler les formules de changement de bases.

Justifier que toute matrice de Mag11(R) admet au moins une valeur propre réelle.
Citer au moins 5 invariants de similitude.

Citer le théoreme des restes chinois et donner un exemple d’application.



Lundi

1. Voir semaine 4

2. Voir semaine 4

3. Soit M € M, (K) et A € K. Alors :

4. Voir semaine 4.

5. Voir semaine 4.

Mardi

1. Voir semaine 4.

2. Quel est le polynéme caractéristique d’une matrice triangulaire 7

XM = H?ﬂ Qg -

3. Quel est le polynéme caractéristique de la matrice A =

xa=X*—4X3+3X2-2X +1

4. Voir semaine 4.

e )\ est une valeur propre de M.
e M — A\I,, est non inversible.

o Ker(M — \I,,) # {0}
L4 HXO 7& O,MXO = )\Xo
o det(A,, — M) =0

O O = O
o= O O

5. Rappeler les formules de changement de bases.

_— o o o
\)

Si P = Pg/ est la matrice de passage de l’ancienne base 3 vers la nouvelle base ', alors Pg/ est la matrice de l'identité
depuis la base de départ 8 vers la base d’arrivée 3. Alors si X est la matrice des coordonnées d’un vecteur u exprimé
dans la base 8 et X' celle des coordonnées du méme vecteur dans la base ', alors X = PX'.

Si f est un endomorphisme dont la matrice dans la base 3 est A et celle dans la base 3’ est B alors B = P~1AP.

Mercredi

1. Voir semaine 4

2. Rappeler la formule du déterminant de Vandermonde (on écrira la matrice correspondante)

3. Voir semaine 4.

1 a a... af?
1 ay a3... ag_l
1 a, a?. an—1!

4. Rappeler la définition du polynéme annulateur d’une matrice carrée.

Pour une matrice M, l’ensemble des polynomes annulateurs de M est un idéal non réduit a {0} par exemple par le
théoréme de Cayley-Hamilton. Ce idéal est monogeéne. Le polyndéme annulateur de la matrice carrée M est le générateur

unitaire de ’idéal annulateur de M .

. Quel est le polynéme minimal de al,, pour a € K.
tar, = (X —a) pour a € K.



Jeudi

1. Voir semaine 4

2. Quel est le polynéme minimal d’une matrice triangulaire dont les coefficients diagonaux sont 2 a 2 distincts.
v = XM = H?:1 2%

3. Voir semaine 4

4. Quel est le polyndéme caractéristique de al,, pour a € K.
Xar,, = (X —a)™ pour a € K.

5. Quel sont les polynémes caractéristique et minimal de (? _11)

SiM:G)

MM = XM -

_11), X =X2 =X +1=(X—e™3) X — e /3). Comme prr|xar et par € R[X], on en déduit que

Vendredi

1. Soit M € M, (K). Quelle est la dimension de 1'algébre (K[M], +, x,-)?
dim(K[M],+, x,-) =d ot d = deg(unr).

2. Voir semaine 5

3. Justifier que toute matrice de Mag41(R) admet au moins une valeur propre réelle.

Si M € Ma11(R), xar est un polynome réel de degré impair. Par théoréme des valeurs intermédiaires, xpr admet au
moins une racine. Comme Spr(M) = Racines(xnr), M admet au moins une valeur propre réelle.

4. Voir semaine 4
5. Citer le théoreme des restes chinois et donner un exemple d’application.

Sin et p sont premiers entre eux, Uapplication ¢ : Z/npZ — Z/nZx Z | pZ définie par ¢(x mod np) = (x mod n, x mod p)
est un isomorphisme d’anneauz.
St nu+ pv =1, les solutions du systéme { i i Z[[;] sont les x = xg[np] ot o = nub + pva.

On peut aussi en déduire que sin et p sont premiers entre euz, @(np) = p(n)e(p).



