Exercice Semaine 3 pour le lundi 30 septembre 2019

Traiter au minimum les questions 1 et 2 de I'exercice 1

Exercice 1

Soient F un espace vectoriel et f un endomorphisme de E. Pour k € N, on pose Ny = Ker(f*) et I, = Im(f*)

puis N = U Ny et I = ﬂ Ii.. (N est le nilespace de f et I le coeur de f)
kEN keN

1. a. Montrer que les suites (Ni)ren et (I )ren sont respectivement croissante et décroissante pour I'inclu-
sion.

b. Montrer que N et I sont stables par f.
c. Montrer que Vk € N, (Nk = NkJrl) = (NkJrl = NkJrQ).
2. On suppose de plus que dimFE = n entier naturel non nul.

a. Soit A={k €N/ Ny = Ngy1} et B={k € N/ Iy = I;;41}. Montrer qu'il existe un entier p < n tel
que A= B={keN/k > p}.

b. Montrer que £ = N, ® I,,.

c. Montrer que f,n est nilpotent et que f;; € GL(I).
3. Trouver des exemples oul

a. A est vide et B est non vide,

b. A est non vide et B est vide,

c. A et B sont vides.

Exercice 2

Soient E un espace vectoriel non nul de dimension finie et f un endomorphisme de F.
Montrer que :

1. (f non injective) < (f = 0 ou f diviseur de zéro & gauche).

2. (f non surjective) < (f = 0 ou f diviseur de zéro a droite).



Corrections :

Exercice 2

1. </ Si f =0, f n’est pas injective (car E # {0}).
Si f # 0 et 'l existe un endomorphisme non nul g de E tel que f o g = 0 alors il existe un vecteur x de
E tel que g(x) # 0 et f(g(z)) = 0. Par suite Kerf # {0} et f n’est pas injective.
=/ Supposons f non injective et non nulle. Soient F' = Kerf et G un supplémentaire quelconque de F’
dans E. Soit p la projection sur F' parallélement a G.

Puisque F = Kerf, on a fop =0 et puisque f n’est pas nul, F est distinct de F et donc G n’est pas nul
(E étant de dimension finie) ou encore p n’est pas nul. f est donc diviseur de zéro a gauche.

2. </ Si f =0, f n’est pas surjective.
Si f n’est pas nul et s’il existe un endomorphisme non nul g de E tel que g o f = 0 alors f ne peut étre
surjective car sinon ¢g(E) = g(f(E)) = {0} contredisant g # 0.
=/ Supposons f non surjective et non nulle.

Soient G = Imf et F' un supplémentaire quelconque de G dans E puis p la projection sur F' parallélement
a G. F et G sont non nuls et distincts de F et donc p n’est pas nulle et vérifie po f = 0. f est donc
diviseur de zéro a droite.

Exercice 1
1. a. Soient k e Net x € E. 2 € N, = f¥(z) =0 = f(f*(z)) = 0=z € Npy1.

Vk € N, Ny C NkJrl.
Soient k e Nety € 141 = € E/y= ffl(z) =Tz c E/y= fF(f(2)) =y € I.

Vk € N, Ik+1 C 1.

b. Soit # € N. Il existe un entier k tel que x est dans Ny ou encore tel que f¥(x) = 0. Mais alors
fE(f(x)) = f(f*(x)) =0 et f(x) est dans N et donc dans N. Ainsi, N est stable par f.
Soit y € I. Alors, pour tout naturel k, il existe 2, € E tel que y = f*(x3). Mais alors, pour tout
entier k, f(y) = f(f*(x1)) = f¥(f(x)) est dans Iy, et donc f(y) est dans I. I est stable par f.

c. Si Ny = Ng41, on a déja Nii1 C Niyo. Montrons que Ngio C Niyq.
Soit € Njya. Alors f*1(f(x)) =0 et donc f(z) € Nky1 = Ni. Donc, f*(f(z)) = 0 ou encore x est
dans Ng41. On a montré que

Vk € N, [(Nk, = Nit1) = (Ng+1 = Ni12)]

2. a. Notons tout d’abord que, pour tout entier naturel k, N C Ngy1 et Ipy1 C Ix. Si de plus, on est en
dimension finie, alors d’apreés le théoréme du rang,

N = Nk+1 54 Ik+1 = [} & dimNg = dime+1.

Donc A = B (éventuellement = &).
La suite des noyaux itérés ne peut étre strictement croissante pour l'inclusion car alors la suite des
dimensions de ces noyaux serait une suite strictement croissante d’entiers naturels, vérifiant par une
récurrence facile dimNy > k pour tout naturel k, et en particulier dim/N,, ;1 > dimFE ce qui est exclu.
Donc il existe un entier k tel que N = Ng41. Soit p le plus petit de ces entiers k.
Par définition de p, Ny, est strictement inclus dans Ni11 pour k < p, puis N, = Np 1 et d’aprés 1)c)
pour tout entier naturel k supérieur ou égal a p on a Ny = N, (par récurrence sur k > p). Donc
A={pp+1,p+2,..}.
Enfin, dim(Ny) < dim(Ny) < ... < dim(N,) et donc dim(V,) > p ce qui impose p < n.

b. On a déja dimN, + dimI, = dimFE. Il reste & vérifier que I, N N, = {0}.
Soit x un élément de I, N Np. Donc fP(x) = 0 et il existe y € E tel que x = fP(y). Mais alors
I?P(y) = 0 et y est dans Ny, = N, (car 2p > p) ou encore z = fP(y) = 0.

E=1,®N,.



C.

Iei N = N, = Kerf? et I = I, = Imf.
Soit f’ = f/n. D’aprés 1)b), f" est un endomorphisme de N puis immédiatement f7 = 0. Donc f/x
est nilpotent.

Soit f” = f;; . f" est d’aprés 1)b) un endomorphisme de /. Pour montrer que f” est un automor-
phisme de I, il suffit de vérifier que Kerf” = {0}. Mais Kerf” C Kerf C N et aussi Kerf” C I. Donc
Kerf” ¢ NNI ={0}. Donc f,; € GL(I).

3. Il faut bien siir chercher les exemples en dimension infinie.

a.

. Soit f Pendomorphisme de R[X] qui

Soit f de R[X] dans lui-méme qui & un polyndéme P associe sa dérivée P’. On vérifie aisément que
Vk € N, N, = Ri[X] et donc la suite des noyaux itérés est strictement croissante. La suite des Iy est
par contre constante : Vk € N, I, = R[X]. Dans ce cas, A est vide et B =N.
A un polynéme P, on associe le polynéme X P. Les Ny sont tous nuls et pour k¥ € N donné, Ij est
constitué des polynomes de valuation supérieure ou égale & k ou encore Iy = X*R[X]. Dans ce cas,
A=Net B=g.

i & Xn associe Xn+1 si n n’est pas une puissance de 2 et 0 si n
est une puissance de 2 (f(1) = X, f(X) =0, f(X?) =0, f(X3) = X%, f(X*) =0, ..)
Soit k£ un entier naturel.

FNXHY) = X 2 X2 g e (X = £ =0,

Done, pour tout entier naturel k, Nox_; est strictement inclus dans Ni. A est vide.
Ensuite, X2 € Ipx_; mais X2 ¢ L. En effet, si { > 2841 41, £2°(X!) est ou bien nul ou bien de
degré supérieur ou égal & 28 +28+1 11 > 2k+1 ot 5i ] < 2641, #2° (X'Y=0carentrelet 2 +1—1,ilya
une puissance de 2 (il y a 2¥ nombres entre [ et 2% 41— 1, ensuite 2541 —1 < 2F 4 2F+1 = 3 x 2% < 2k+2
et enfin I'écart entre deux puissances de 2 inférieures a 251 vaut au maximum 281 — 2% = 2F) |

Donc, I« contient le polynome nul ou des polynomes de degré strictement supérieur a 2¥*1 et ne

contient donc pas X 2 Finalement, pour tout entier naturel k, Iy« est strictement inclus dans Igx 4
et B est vide.

4. Pour k entier naturel donné, on note fi la restriction de f a I. D’aprés le théoréme du rang, on a

dim7 = dimKer f + dimIm f; avec Imfy = f(Ix) = Iipt1.

Donc, pour tout entier naturel k, dy, — di+1 = dimKer fy.

Or, pour tout entier naturel k, Kerfi11 = Kerf N Iy41 C Kerf NI, = Kerfi et donc dgi1 — dgqo =
dimKerfk+1 § dimKerfk = dk — dk+1'

Finalement, pour tout entier naturel k, di+1 — dgy2 < di, — di+1 et la suite des images itérées décroit de
moins en moins vite.



