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XMP 2013-2014     DM N°8 
 
 Le but de ce problème est de généraliser les notions d’inverse d'un endomorphisme de nC  ou d’une matrice carrée 
à coefficients dans C . 
 n désignant un entier supérieur ou égal à 2, on notera ( )n CM  l’espace des matrices carrées d’ordre n à coefficients 

complexes, Mt  la transposée d’une matrice M de ( )n CM , et )(tr M  la trace de M. 

 Soit a un endomorphisme de nC . Pour b endomorphisme de nC , on envisage les propriétés suivantes : 
(1) : aaba =      ;     (2) : bbab =      ;     (3) : abba  = . 

 De même, soit A une matrice de ( )n CM . Pour B dans ( )n CM , on envisage les propriétés suivantes : 
(1) : AABA =      ;     (2) : BBAB =      ;     (3) : BAAB = . 

 Si (1) et (2) sont vérifiées, on dit que b est un inverse faible de a ou que B est un inverse faible de A. Si (1), (2) et 
(3) sont vérifiées, on dit que b est un pseudo-inverse de a ou que B est un pseudo-inverse de A. 
 
 Sans être infaisable (sans quoi elle ne figurerait pas dans ce problème !), la partie III peut être considérée comme 
légèrement plus délicate que les autres. 
 
 

Partie I 
 

1. On considère la matrice M de 2 ( )CM  suivante : ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= 00

01M . Calculer 3M  et en déduire un inverse faible de M. 

Est-ce un pseudo-inverse ? 

 Vérifier que ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= 00

11N  est aussi un inverse faible de M. En est-ce un pseudo-inverse ? 

 
2. Soit p une projection de nC  ( pp =2 ). En écrivant la matrice de p dans une base pertinente, prouver que la trace de 
p est égale au rang de p. 
 

On fixe dans toute la suite de cette partie un endomorphisme a non nul et de rang r de nC . 
 
3. On suppose que b est un endomorphisme de nC  qui vérifie la propriété (1), c’est-à-dire que aaba = . 
  a. Prouver que ba   et ab   sont des projections. 
  b. Prouver que )(tr)(rg)(rg)(rg baabbaa  ===  (on pourra utiliser, après l’avoir prouvée, la propriété selon 
laquelle ( ))(rg,)(rginf)(rg vuvu ≤ ). 
 
4. On suppose dans cette seule question que a est inversible. Prouver alors l'existence et l'unicité d'un endomorphisme b 
vérifiant (1), et prouver que b est un pseudo-inverse de a. 
 
5. On suppose que a possède des pseudo-inverses. Soient b et b′  deux pseudo-inverses de a. 
 En calculant de deux façons différentes baba ′ , prouver que abba  =′ , puis que bb ′= . Conclure. 
 
6. En supposant qu'une matrice A de ( )n CM  possède un pseudo-inverse X, prouver que les matrices suivantes ont un 
pseudo-inverse, et le déterminer : 
  i. X  ;     
  ii. Aλ , λ désignant un complexe non nul ;              
  iii. kA , *k ∈N  ;              
  iv. tA  ;          
  v. 1−PAP  où P est une matrice inversible quelconque.  
 
7. On suppose dans cette seule question que A est une matrice diagonale. Prouver que A possède un pseudo-inverse, et 
le déterminer (on pourra chercher ce pseudo-inverse sous forme d'une matrice diagonale). 
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Partie II 
 
  On démontre dans cette partie que tout endomorphisme de nC  possède au moins un inverse faible. 
  Soit donc a un endomorphisme de nC  fixé dans toute cette partie. On supposera a non inversible en vertu de la 
question I.5. 
 
1. Soit ),,( 1 pee …  une base de )ker(a  que l'on complète en une base ),,( 1 nee …  de E.  

 On pose, pour npk ,,1 …+= , )( kk ea=ε . Prouver que la famille ),,( 1 np εε + …  est libre. 
 
2. On complète la famille ),,( 1 np εε + …  en une base ),,( 1 nεε …  de E. 

  a. Soit b un endomorphisme de nC  vérifiant kk eb =ε )(  pour npk ,,1 …+= . 
   Vérifier que aaba = . 
  b. Comment choisir )(,),( 1 pbb εε …  pour que l'on ait aussi bbab =  ? Conclure.  
 
 

Partie III 
 
  Il s'agit dans cette partie de donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'un endomorphisme de nC  
possède un pseudo-inverse. 
  Soit donc a un endomorphisme de nC  fixé dans toute cette partie. 
 
1. On suppose ici que a admet un pseudo-inverse b. 
  a. Montrer que a et b ont même image, même noyau, et que Im ( ) ker ( )n a a= ⊕C . 
  b. Montrer que ba   est la projection sur )Im(a  parallèlement à )ker(a .  
 
2. On suppose ici que { }0)ker()Im( =∩ aa .   

  a. Montrer que Im ( ) ker ( )n a a= ⊕C .   

  b. Montrer que pour tout élément v de nC , il existe w unique dans )Im(a  vérifiant : 
)(ker)( avwa ∈− .  

  c. On note )(vbw = . Montrer que l’application b ainsi définie est un endomorphisme de nC  et que c'est un 
pseudo-inverse de a (on pourra prouver au préalable que )ker()ker( ba ⊂ ). 
 
3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que a possède un pseudo-inverse. 
 
 

Partie IV 
 
 On fixe encore dans cette partie un endomorphisme a de nC . Il s’agit de prouver que l'endomorphisme na  possède 
un pseudo-inverse. 
 Pour k entier strictement positif, on notera  )(Im et )(ker k

k
k

k aIaN == . 
 
1. Prouver que les suites )( kN  et )( kI  sont respectivement croissante et décroissante au sens de l’inclusion. 
 
2.  a. Prouver l’existence d’un entier q vérifiant 1+= qq NN . 

  b. Soit p un entier tel que 1+= pp NN . Prouver alors que 21 ++ = pp NN , puis que pour tout entier positif k, on a 

kpp NN += .  

   
3. Notons s le plus petit des entiers p vérifiant la propriété : 1+= pp NN . 
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  a. Prouver que n
s sN I= ⊕C . En déduire que sa  possède un pseudo-inverse. 

  b. Comparer sI  et kI  pour k entier supérieur ou égal à s. En déduire que ka  possède un pseudo-inverse pour tout 
entier k supérieur ou égal à s. 
  c. Prouver que ns ≤  (on pourra envisager deux cas, suivant que a est inversible ou non). Conclure. 
 
4. Pour k entier quelconque, on note 1dimdim +−=δ kkk II . 
  a. Établir l'existence d'un sous-espace vectoriel kD  de E tel que kkk DII ⊕= +1  et donner sa dimension. 
  b. Prouver que )(21 kkk DaII += ++ . 
  c. En déduire que la suite )( kδ  décroît. Qu'a-t-on prouvé ? 
 
 

Partie V 
  
 On appelle "matrice circulante" une matrice de ( )n CM  de la forme suivante : 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

132

11
21

aaa

aaa
aaa
nn
n







 où les ia  sont des complexes quelconques. 

 

1. Soit 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

0001
1000
0100
0010

C . Calculer 2C , 3C  et 4C , et vérifier que 4I , C, 2C , 3C  sont des matrices circulantes. 

 
2. Montrer que les matrices circulantes de 4 ( )CM  constituent un espace vectoriel, dont une base est la famille 

),,,( 32
4 CCCI . Donner la décomposition d’une matrice circulante de 4 ( )CM  sur cette base. 

 
3. Soit A une matrice de 4 ( )CM . Prouver que A est une matrice circulante si et seulement si CAAC = . 
 En déduire que le produit de deux matrices circulantes de 4 ( )CM  est une matrice circulante, et que l'inverse d'une 
matrice circulante inversible de 4 ( )CM  est aussi une matrice circulante. 
 
4.  Déterminant d'une matrice circulante 
 On considère une matrice circulante de 4 ( )CM  : 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

adcb
badc
cbad
dcba

A . 

 Soient les vecteurs de 4C  suivants : 
)i,1,i,1( ; )i,1,i,1( ; )1,1,1,1( ; )1,1,1,1( 4321 −−=−−=−−== eeee . 

 On note 4321 ,,, EEEE  les vecteurs colonnes correspondants. 

  a. Prouver que la famille ),,,( 4321 eeee  est une base de 4C . 
  b. Calculer iAE  pour 4,3,2,1=i , et exprimer le résultat obtenu en fonction de iE . 
  c. En déduire que A est semblable à une matrice diagonale que l'on déterminera, puis calculer Adet . 
 
5. Pseudo-inverse d'une matrice circulante 
 On garde dans cette question les notations de la question 4.. 
  a. Comparer les rangs des matrices A et 2A   
  b. En déduire que A possède un pseudo-inverse.  


