Exercices en temps libre : Semaine 3

Exercice cours MPSI :
(1—iv3)°
(1—14)3

n
Déterminer I’ensemble des entiers naturels n tels que < ) soit un réel positif

Pour tout n € N et tout réel x, calculer :

Cp(z) = Zcos(k:v) et S, (x) = Zsin(k:v).
k=0 k=0

Exercice 1 :
Soit A € M,,(K) ayant n valeurs propres distinctes {1, ..., A }.

1. Montrer que 'ensemble Cy = {M € M,,(K)/AM = M A} des matrices carrées de M, (K) qui commutent
avec A est un espace vectoriel.

2. a. Soit B un élément de C4. Soit A une valeur propre de A. Montrer que VX € E), BX € E).
3. Montrer que Vect(I,, A, A%, ..., A"~ 1) C C4a.

4. On veut maintenant étudier I'indépendance linéaire de la famille {I,, A, A%, ..., A"~1}. Pour cela, on
considére n réels ay, ..., vn—1 tels que > o A* = 0.

a. Montrer que les (;) sont solution du systéme :

ag + oA+ ag)\% + ..+ an_l)\’f_l = 0
(&%) + Oél)\Q + O[Q)\% + ..+ O[nfl)\gil =0
CRE | : | .
ap + oA, + 042)\721 + ...+ Oznfl)\zil =0
D VD A Vit
L oA A2 oot
b. Démontrer par récurrence sur n que : |, . ) = I (=)
. . . . 1<i<j<n
D VD A U

c. En déduire I’ensemble des solutions du systéme () et conclure.
5. On admet que dim(Cy) est de dimension n (les 5/2 pourront le démontrer).
Montrer que Cy = Vect(I,, 4, A%, ..., A"~ 1),
Conseils de lecture :
1. Exercice 84 d’algébre de la banque CCP 2016
2. Exercice 89 d’analyse de la banque CCP 2016



Correction :

Exercice MPSI :

Pour mettre un complexe z non nul sous forme exponentielle, on divise par |z|.
Un complexe z est réel positif ssi arg(z) = 2km pour k € Z.

1—ivV3=2e"1/3 et 1 —i=+/2e /4,

1—iv3P\" . .
Donc <ﬂ> = (8v/2e711m/12)n et réel positif ssi arg((8yv/2e~11/12)1) = —Z—— = 2k avec k € Z.

11nm

(1—1)3 12

il est donc nécessaire que 11n € 247Z. Comme 11 est premier avec 24, on doit avoir n € 247Z. Réciproquement,
tout n € 24N convient.

Les solutions sont donc les éléments de 24N.

Size2nZ,onaCy(z)=n+1et S,(x)=0.

Sinon, Cy,(z) + S, (x) = Zzzo(eix)k =

(eix)nJrl —1
() — 1

En factorisant par I’arc moitié en haut et en bas :

Cpn(z) +iSy(z) =

(ei(n+l)m/2) (ei(n+1)w/2 _ (e—i(n+1)z/2))
(ei®/2) (em/z) — (e=i/2)

En identifiant les parties réelles et imaginaires, on trouve :

Chn(z) = cos(nz/2)

et

Sn(x) = sin(nx/2)

sin((n 4+ 1)x/2
sin(x/2)
sin((n 4+ 1)x/2
sin(x/2)

Exercice 1 :

1.

Soit (M, N) € Ca, (\,p) € R% u(AM + uN) = NAM + pAN = AM A+ uNA = (AM + uN)A. Donc Cy
est un sous espace vectoriel de M, (R).

. Soit X € FE\. ABX = BAX = B(AX) = ABX donc BX € E).

3. A-A'= A" A. Donc Vi € {0, ....,n — 1}, A* € C. Ainsi Vect(I,,, A, ..., A"™1) C C4.

. Soit X € Ey, \ {0}. A'X =\t X. Done (3 0;A)X = > 0 A'X = (3 auAL)X = 0. Or X # 0, donc il

existe une coordonnée z; # 0 de X telle que (3 a;A%)x; = 0 et finalement : Y a; A\ = 0.

. C’est un déterminant de Vandermonde (transposé par rapport a ce qu’on a fait en cours). Les Ay sont

supposés étre tous distincts. Donc ce déterminant est non nul donc le systéme associé est inversible. Il
n’admet donc qu’un seul n-uplet solution qui est forcément le n-uplet (0, ---0).

La famille (I,,, A, ..., A"~1) est donc libre.
On a dlrnVect(In, A7 "'7An71) =n = dim CA et VeCt(In7A7 c Anil) - OA donc Vect(fmA, veey Anil) =
Ca



