
Exercices en temps libre : Semaine 3

Exercice cours MPSI :

Déterminer l’ensemble des entiers naturels n tels que

(

(1− i
√
3)5

(1 − i)3

)n

soit un réel positif

Pour tout n ∈ N et tout réel x, calculer :

Cn(x) =

n
∑

k=0

cos(kx) et Sn(x) =

n
∑

k=0

sin(kx).

Exercice 1 :

Soit A ∈ Mn(K) ayant n valeurs propres distinctes {λ1, ..., λn}.
1. Montrer que l’ensemble CA = {M ∈ Mn(K)/AM = MA} des matrices carrées de Mn(K) qui commutent

avec A est un espace vectoriel.

2. a. Soit B un élément de CA. Soit λ une valeur propre de A. Montrer que ∀X ∈ Eλ, BX ∈ Eλ.

3. Montrer que Vect(In, A,A
2, ..., An−1) ⊂ CA.

4. On veut maintenant étudier l’indépendance linéaire de la famille {In, A,A2, ..., An−1}. Pour cela, on
considère n réels α0, ..., αn−1 tels que

∑n
i=0 αiA

i = 0.

a. Montrer que les (αi) sont solution du système :

(∗)



















α0 + α1λ1 + α2λ
2
1 + ... + αn−1λ

n−1
1 = 0

α0 + α1λ2 + α2λ
2
2 + ... + αn−1λ

n−1
2 = 0

...
...

...
...

...
α0 + α1λn + α2λ

2
n + ... + αn−1λ

n−1
n = 0

b. Démontrer par récurrence sur n que :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 λ1 λ2
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1 λ2 λ2
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
∏

16i<j6n

(λj − λi).

c. En déduire l’ensemble des solutions du système (∗) et conclure.

5. On admet que dim(CA) est de dimension n (les 5/2 pourront le démontrer).
Montrer que CA = Vect(In, A,A

2, ..., An−1).

Conseils de lecture :

1. Exercice 84 d’algèbre de la banque CCP 2016

2. Exercice 89 d’analyse de la banque CCP 2016
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Correction :
Exercice MPSI :

Pour mettre un complexe z non nul sous forme exponentielle, on divise par |z|.
Un complexe z est réel positif ssi arg(z) = 2kπ pour k ∈ Z.
1− i

√
3 = 2e−iπ/3 et 1− i =

√
2e−iπ/4.

Donc

(

(1− i
√
3)5

(1− i)3

)n

= (8
√
2e−11iπ/12)n est réel positif ssi arg((8

√
2e−11iπ/12)n) = −11nπ

12
= 2kπ avec k ∈ Z.

il est donc nécessaire que 11n ∈ 24Z. Comme 11 est premier avec 24, on doit avoir n ∈ 24Z. Réciproquement,
tout n ∈ 24N convient.
Les solutions sont donc les éléments de 24N.
Si x ∈ 2πZ, on a Cn(x) = n+ 1 et Sn(x) = 0.

Sinon, Cn(x) + iSn(x) =
∑n

k=0(e
ix)k =

(eix)n+1 − 1

(eix)− 1
.

En factorisant par l’arc moitié en haut et en bas :

Cn(x) + iSn(x) =
(ei(n+1)x/2)

(eix/2)
· (e

i(n+1)x/2 − (e−i(n+1)x/2))

(eix/2)− (e−ix/2)
En identifiant les parties réelles et imaginaires, on trouve :

Cn(x) = cos(nx/2)
sin((n+ 1)x/2

sin(x/2)
et

Sn(x) = sin(nx/2)
sin((n+ 1)x/2

sin(x/2)
Exercice 1 :

1. Soit (M,N) ∈ CA, (λ, µ) ∈ R
2. u(λM +µN) = λAM +µAN = λMA+µNA = (λM +µN)A. Donc CA

est un sous espace vectoriel de Mn(R).

2. Soit X ∈ Eλ. ABX = BAX = B(λX) = λBX donc BX ∈ Eλ.

3. A ·Ai = Ai · A. Donc ∀i ∈ {0, ..., n− 1}, Ai ∈ CA. Ainsi Vect(In, A, ..., A
n−1) ⊂ CA.

4. Soit X ∈ Eλk
\ {0}. AiX = λi

k X . Donc (
∑

αiA
i)X =

∑

αiA
iX = (

∑

αiλ
i
k)X = 0. Or X 6= 0, donc il

existe une coordonnée xi 6= 0 de X telle que (
∑

αiλ
i
k)xi = 0 et finalement :

∑

αiλ
i
k = 0.

5. C’est un déterminant de Vandermonde (transposé par rapport à ce qu’on a fait en cours). Les λk sont
supposés être tous distincts. Donc ce déterminant est non nul donc le système associé est inversible. Il
n’admet donc qu’un seul n-uplet solution qui est forcément le n-uplet (0, · · · 0).
La famille (In, A, ..., A

n−1) est donc libre.

6. On a dimVect(In, A, ..., A
n−1) = n = dimCA et Vect(In, A, ..., A

n−1) ⊂ CA donc Vect(In, A, ..., A
n−1) =

CA
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