Pour le lundi 18 novembre 2019

Exercice MPSI :
Soient a et b deux réels, a < b. On considére la fonction f : [a,b] — [a,b] supposée continue et une suite
récurrente (uy ), définie par : ug € [a,b] et pour tout n € N, upt1 = f(up).

1. On suppose ici que f est croissante. Montrer que (uy,), est monotone et en déduire sa convergence vers

une solution de l’équation f(z) = .

2. Application. Calculer la limite de la suite définie par : ug = 4 et pour tout n € N, w,41 = 417"—_:%5.

3. On suppose maintenant que f est décroissante. Montrer que les suites (uzy,)n et (42,+1)n sont monotones
et convergentes.
4. Application. Soit ug = % et pour tout n € N, wu,y1 = (1 —u,)?. Calculer les limites des suites (u2p)n
et (u2n+1)n-
Exercice : Norme p de Minkowski
Soient p > let g >1tel que 1/p+1/qg=1.

Inz—1
1. a. Soit y € R} et Ay 12+ D27 Y Montrer que A, est décroissante sur R \ {y}.

b. En déduire que pour tout = < y réels strictement positifs et tout ¢ € [0, 1],
In(te + (1 —¢t)y) = tln(x) + (1 —t) In(y).

(on dit que la fonction In est concave)
c. En déduire que pour a,b > 0,

1 1
ab < —aP + —b4
p q

Pour . = (21,...,2,) € K" et y = (y1,...,yn) € K", on pose :

n 1/p n
=l = (Z I:cz-l”> et |lyll, = (Z |yi|q>
i—1 i=1

2. Soit z et y dans K™ non nuls. Etablir

1/q

|z 1”1 [yl

Izl lyll, ~ plzlll gyl

et en déduire
n

> lziyil <l llyll,

i=1

3. En écrivant
-1 -1
(il + yal)? = |zal (sl + lyaD)*™ + lyal (2i] + [wal)”

justifier
lz +yll, < ll=ll, + llyll,

4. Conclure que |||, définit une norme sur K".



ELEMENTS DE CORRECTION

Exercice MPSI :

1. On distingue les cas :
ler cas : si u1 < up, alors comme f est croissante, f(u1) < f(uop), c’est a dire ug < uy. Par récurrence, on
démontre que la propriété u,+1 < u, est vraie pour tout n € N. La suite est alors décroissante. Comme
elle est minorée par a, elle converge vers un réel z. De plus, comme f est continue en z, si u, — x,
alors uny1 = f(u,) — f(z). Par unicité de la limite, on en déduit que z est un point fixe de f.
2éme cas : si u; > ug, on montre de maniére similaire que (u,) est croissante. Comme elle est majorée
par b elle converge vers z € [a, b]. On vérifie aussi que f(z) = z...

4 5
2. La fonction z — Tt

est croissante sur [0, 5] et on vérifie que f([0,5]) C [0,5] qui est donc un intervalle

x
stable par f et permet de définir la suite récurrente initialisée & ug = 4.
D’aprés ce qui précéde, la suite (u,) converge vers un point fixe de f dans [0, 5]. On résout f(z) = x sur

4 5
[0,5] : c’est a dire s =z 2’ —z-5=0.
T+ 3

1+21
—
3. La fonction f est décroissante. Donc la fonction f o f est croissante. La suite (uq,) est récurrente en
posant ug € [a,b] et Uy q1) = Uznt2 = f o f(uzn).
Les résultats de la question 1 s’appliquent donc et la suite (us,) est monotone et converge vers un réel
x tel que x = f o f(x).
On obtient le méme résultat pour (ug,41)-

On trouve deux candidats, dont un qui est négatif donc hors de 'intervalle. Finalement, x =

4. Soit f: x> (1 — z)? définie sur [0,1] (qui est un intervalle stable contenant 1/2).
Alors fo f(z)=(1—(1—-2)%)?%= (22 — 2?)? = 22(2 — x)2.
Les points fixes de f o f sur [0,1] vérifient 22(2 — x)? = 2. Le réel 0 est solution. Si x # 0, on se raméne

-5 2++5
2 2

est en dehors de

a(z—1)(22-32+1) =0, cest adirex =1, ouz = (Pautre solution

l'intervalle [0, 1]).

3—VH
up = 1/4 et u; = (1 —1/4)%> = 9/16. On remarque que 1/4 < 2\/_ < 9/16.

72
Puis ug = (1 —9/16)? = T 1/4 donc la suite (u2y,) est décroissante et converge vers un point fixe de

f o f inférieur a 1/4. 1l ne reste plus que 0 comme candidat possible. Donc (us2y,) converge vers 0.

Enfin, u3 = ... > w3 = 9/16. Donc la suite (ua,4+1) est croissante et converge vers une limite qui est
supérieure & up. Il ne reste que 1 comme candidat possible. Donc (ug2,+1) converge vers 1.

Finalement, (u,) est divergente.

Norme de Minkowski :

(x—y)/x—Inx+Iny _1 —y/z+In(y/z)
(z —y)? (z —y)?

1. a. La dérivée (par rapport a x) de A, est A} : z qui est

du signe de 1 — y/x + In(y/z).

On pose X = y/x. Cela revient a étudier le signe de I'expression ¢(X) =1— X +In X pour X > 0.
On peut dériver & nouveau et étudier les variations de ¢ et retrouver que ¢ est croissante pour X < 1
puis décroissante pour X > 1 avec un maximum égal a ¢(1) = 0, ce qui se traduit par un résultat a
connaitre : la droite d’équation y =  — 1 est une tangente située au dessus de la courbe de la fonction
logarithme népérien.

Finalement, la dérivée Aj est négative donc la fonction A, est décroissante sur R \ {y}.

b. Soit < y. On remarque que pour ¢ €]0, 1, tz+ (1 —¢)y € [z,y]. Donc en particulier : z < tx+(1—1)y.
En utilisant la question précédente : A, (z) > Ay(tx + (1 — t)y). Alors on obtient successivement :
Inz—Iny < In(tx 4+ (1 —t)y) — Iny

r—y ~  tr+(l-ty—y
Inz—Iny _ In(tz+ (1 —t)y) —lny
=
T =y tz—y)




En multipliant par t(z —y) < 0, t(lnz — Iny) < In(tx + (1 — t)y) — Iny soit exactement :
tlnz + (1 —t)Iny < In(tz + (1 — t)y)
c. En posant = aP, y =b% et t = 1/p, donc 1 — ¢t = 1/¢, on obtient :
plna? +1/qInd? < In(aP/p + b?/q) et en passant a exponentielle croissante sur R, on obtient :
expl/plna? +1/gInd? < a?/p + b?/q. Or exp(1/plna®? + 1/qInbd?) = exp(lna + Inbd) = ab d’ou le
résultat.
|| ot b— |yl
I, lyll,

et on obtient :

. On applique ce résultat en posant a =
|iyi| Lla|” 1yl

S - [ q
lzll, lyll, ~ pllzl, — qllyllg
En sommant,

xll
Z|| ||| T SUp+ia=1

puis
n

Z lziyil < ||zl [vll, (appelée inégalité de Holder).
i=1
n

n 1/p 1/p
. Commengons par remarquer que ||z +y|, = (Z |z; + yi|p> < (Z(|xz| + |yl|)p> par inégalité

i=1
triangulaire du module.

Alorsz il + yal)” lezl || + [y )P~ 1+Z|yz (il + lwil )P~

=1

n n 1/‘1 n 1/q
Et > (|lzil+ly)? < |2, (Z(Iwil + |yz'|)(p_1)q> +[lyll, (Z(|$z‘| + |yi|)(p_1)q> d’apreés I'inégalité

i=1 i=1 i=1

de Holder.

On remarque alors que (p — 1)g = p(1 — 1/p)g = pq/q = p et on rappelle que 1/g=1—1/p...
Alors :

n

n 1-1/p
> (il + vl < lll, + llyl,) <Z(|3ﬁi| + |yz'|)p> :

i=1 i=1
n

Alors en supposant que <Z(|xl| + |yz|)p> # 0, on arrive & :

(el + )

i S
(S (il + walyp) =77
Et finalement dans tous les cas :

e, + yll,

n 1/p
[+ yll, < (Z(Iwil + Iyz'l)p> < =z, + llyll,

=1



