Pour le lundi 18 novembre 2019

Exercice MPSI :
Soient a et b deux réels, a < b. On considére la fonction f : [a,b] — [a,b] supposée continue et une suite
récurrente (uy), définie par : ug € [a,b] et pour tout n € N, upi1 = f(uy).

1. On suppose ici que f est croissante. Montrer que (u, ), est monotone et en déduire sa convergence vers
une solution de I'équation f(z) = x.
2. Application. Calculer la limite de la suite définie par : ug =4 et pour tout n € N, wupq = %
3. On suppose maintenant que f est décroissante. Montrer que les suites (uQn)n et (U2n+1)n sont monotones
et convergentes.
4. Application. Soit ug = % et pour tout n € N, upy1 = (1 —uy,)?. Calculer les limites des suites (u2n)n
et (u2n+1)n‘
Exercice : Norme p de Minkowski
Soient p>1let g>1telque1l/p+1/g=1.

Inz —1
1. a. Soit y € RY et Ayt L2~ 1Y Montrer que A, est décroissante sur R \ {y}.

b. En déduire que pour tout = < y réels strictement positifs et tout ¢ € [0, 1],
In(tz + (1 —t)y) > tln(z) + (1 — t) In(y).

(on dit que la fonction In est concave)

c. En déduire que pour a,b > 0,

1 1
ab < —aP + —b?
p q

Pour z = (21,...,2,) € K" et y = (y1,...,yn) € K", on pose :

n 1/p n
foll, = (zw) et ol — (z w)
=1 =1

2. Soit = et y dans K™ non nuls. Etablir

1/q

|3y ] 1”1 Jyl?

Izl 1yl ~ pllely — allyllg

et en déduire .
> iyl < Izl llvll,
i=1
3. En écrivant
-1 -1
(il + 1wil)? = lal (sl 4+ 1wsl)P™ + Lyl (] + Jya])”

justifier
= +yll, < llzl, + v,

4. Conclure que .||, définit une norme sur K".



