Devoir surveillé 5 : Eléments de correction
Exercice : (a venir)
Probléeme :

Partie 1

1
1. Soit p € N*. La fonction ¢ n est continue, décroissante sur R*. et donc sur [p,p+ 1]. Donc pour ¢ € [p, p + 1],

1 1 1 o . 1 T ,
—— < — < —. En intégrant entre p et p+1, on obtient < ap < — puis I'inégalité demandé en soustrayant
P —{— 1=t~ t p+1 P

1 dans chaque membre.
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2. En sommant les inégalités pour p entre 1 et n, et par somme télescopique, on obtient 0 < 5, = Zap <
p=1

1-— <1.
n+1

La suite (S,,) est croissante car a, > 0 et majorée par 1 donc converge vers une limite v € [0, 1].

1/t d ! 1 boad 1 [t d
3. SoitpeN*.Enposantt:x—i—p,onaap:f—/ m :/ (7— >dx:/ &:7/ o
p Jo x+p Jg \p x+p o z(x+p) pJy T+D

1 < 1 1 + T <
€
p+1 ~ xz+p p—1 plp+1) —

Alors pour p > 2, et £ € [0,1],0 <p—1<p—t < p+1 et donc
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plz+p) ~ plp—1)
En intégrant (croissance de l'intégrale) :
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4. En faisant la somme entre n 4+ 1 et m, on obtient aprés simplification (somme télescopique) :
1 1 1 1/1 1
(ot osed ()
2\n+1 m+1 2\n m

<h— S < —.
mt2 = =

Alors en faisant tendre m vers +o0o (n étant fixé), on obtient :

1 1
5. Alors v — S, ~ 3, bar encadrement. Donc v — S,, = o + o(1/n). Comme S, = H, —In(n+1) = H, —
n n

1
(Inn+1In(l1+1/n)) = H, —Inn — — + o(1/n), on retrouve le développement asymptotique déja montré en
n

classe par théoréme de comparaison des séries (divergentes) et intégrales pour la série harmonique :
1
H,=lnn+~y+ o +o(1/n).

6. En partant de l'inégalité de la question 4, on a
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Partie 2

—t ot
1. a. La fonction ¢t — 1 —; est continue par morceaux sur [1,4+00[. Au voisinage de 400, 0 < 1 =
—e —e
e~! = 0(1/t?). Par Riemann et comparaison des intégrales de fonctions positives, la premiére intégrale est
convergente.
—t
e
De méme 0 < - < e~* donc par comparaison, la seconde intégrale converge également.
b 1 1 t—(1—-e?) t—(1—1—t+t3/2+0(t?)) —t2/2 1
T1—et t t(l—et) t1—(1—t+o(t) 0 T T g

Donc 'expression T —3 tend vers 1/2 lorsque ¢ tend vers 0.
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c. Lafonctionw : ¢t +— e~ — — est continue par morceaux sur R . L’intégrale / u(t)dt est faussement

1l—et ¢t 0
impropre en 0. Elle est convergente au voisinage de +oo.
Donc elle est convergente.

2. a. Les fonctions en jeu sont continues sur [z, y], donc toutes les intégrales existent.

En posant u = at dans la premiere intégrale et u = bt dans la seconde, on obtient :

Y efat Y e*bt ay o—u by e U bx e U by e U
[ e [ [ e [ [
T t T t axr u bz u ar u ay u

par relation de Chasles (on peut aussi écrire des crochets).

b. A z > 0 fixé, par décroissante de la fonction t — e~*, si t € [az, bz] alors e7?* < e~* < e~ %%, Par croissance

bz e_bz bz e_t bz e—az
e_bzln(b/a):/ - dtg/ Tdtg/ dt = e *In(b/a).

az z z t

de l'intégrale,

c. Les deux gendarmes tendent vers In(b/a) lorsque z tend vers 0.
bx —Uu

En posant d’abord z = z, / du tend vers In(b/a) lorsque z tend vers 0.

ax

by —u
e
En posant ensuite z =y, 0 < / —du < e""In(b/a) tend vers 0 lorsque y tend vers +oc.
U
ay
+o0 e—at e—bt
Finalement, / T Tdt = In(b/a) par différence des deux limites.
0

+oo
1
3. a. Pour ¢t >0, 0 < e~* < 1 Par développement en série entiére, Tt = E (e7")™ comme demandé.
—e
n=0

oo
Par série télescopique, JFZ e e ()t — 1 _ eil(iglm =1cart>0.
On obtient ’égalité en ?ﬂ\?isant par t.
_t 1 . = ot TR et — = (ntD)t , ) i )
b. Alors e —7 | =e¢ (7;) e - nz_o t> = l’expression demandée en dévelop-

l—et—-
t
pant.

c. Cela revient & montrer que 1 —e™* < ¢, c’est & dire e™* > 1 — ¢ ce qui est une inégalité de convexité (courbe
de t — e~! au dessus de sa tangente en 0)

—(n+1)t _ o—(n+2)t 1 1
d. Posons f,(t) = ("t — = - s = (== 7).

Alors chaque fonction f,, est continue par morceaux sur R* et positive d’apres 'inégalité précédente.

La série de fonctions E fn converge simplement vers f sur R



—+oo +oo
PournEI\L/ \fn|:/ fn=
0 0

La série Z an+1 est convergente de somme v d’apres la partie 1.

(4 2)/(n 4 1) = .

n -+

Par théoréeme d’intégration terme a terme de Beppo-Levi,

/ZUHZZ/Un:’Y

—+oo
1 1
Ainsi, v = -t ( — 7> dt.
msi, vy A (& 1 ot P

+oo —t
. Pour / 1 c dt = [In(1 — e™")]>° qui est un crochet convergent de valeur —In(1 —e™¥).
y

_ et

—t

1—et

dt = Iny —In(1 — e¥) = In(~—2—) = In(y/(y + o(1))) =

+oo
Lorsque y tend vers 0T, Iny + / =
I

Y

In(1 + o(1)) = o(1) tend vers 0.
11
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/06 (1—64 t + y l—e’t

. L’intégrande de la premiére expression admet une limite finie en 0. Donc si y tend vers 0, la premiere

“+ o0
. En remplagant ~y par / et ( ) dt, on obtient :
0

intégrale tend vers 0.
—t

— dt tend aussi vers 0. Par somme des limites, I’ensemble tend

D’apres la question a), In(y) + /+OO . c
vers 0. !
. La fonction t — e~ *Int est continue par morceaux sur R7.
Au voisinage de +00, e tInt = o(1/t?) par croissances comparées

Au voisinage de 0, e *Int ~ Int = o(1/+/t) par croissances comparées.

+oo

Par critéres de Riemann en 0 et en +o0o et théoremes de comparaison, l'intégrale / e tlntdt est donc
0

convergente.

Posons u(t) = e~ et v(t) = Int alors [uv];> = e~¥Iny est un crochet convergent. Les fonctions u et v sont

de classe C! sur R . Par intégration par parties généralisée,

400 +oo et
/ e tlntdt =e YIny + / —dt.
Yy Yy t

. Pour y > 0,

+oo oo —t +oo oo -t
7—}—/ e 'Intdt = [ v+ 1Iny + / Tdt + / e 'Intdt —e ¥YIny — / Tdt +(e Y Iny—Iny).
Y Y Y y

Lorsque y tend vers 0% :

La premiére parenthése tend vers 0 d’apres c).



La seconde aussi d’apres d).
Enfin, (e7¥Iny —Iny) = (¢e7¥ — 1) Iny ~ ylny qui tend vers 0 également par croissances comparées.

Finalement, ’expression du départ tend vers 0 lorsque y tend vers 0, ce qui signifie que

+oo
v = —/ e lntdt.
0

Partie 3

A &

+oo e
. On a déja calculé / 1
1

) =1 1 . IX gk 1 z 1 X 2k
- Alors Fl(e) = 3 g ( Hit g ) o = F@) ) ogy = P+ 00 gy = P+ 20 57
=0 k=1

—t

— eftdt =—In(1—e").

1 —t
1
Alors / S dt =[Int —In(1 —e M) = —In(1 —e™*) = lim In(t/(1 —e ") = —In(1 —e™*) - 0.
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= -t ——)dt -t ( - 7) dt
/06 <lfe*t t) +/1 ¢ 1—e t ¢t
1 1 1 +oo e—t +oo e—t
—t sz
= / e ( — 7> dt + / dt — / ——dt car toutes ces intégrales sont convergentes
0 l—et ¢t 1 1—et 1 t
1 1 —t +oo —t
1 1> 1 e e
= -t ——)dt / - — dt — / ——dt d’apres ce qui précede.
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. Par croissances comparées, pour x € R, 0 < = 0o(1/k?). Par critére de Riemann pour les

k! k!
séries et théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série envisagée est absolument convergente,

donc convergente.

Donc F' est définie sur R.

On peut appliquer le théoréme de dérivation terme & terme pour les séries de fonctions (le vérifier : i
y a convergence normale de la série dérivée sur les compacts). Alors F est de classe C! et F'(x) =
f & k-1

= (k—1)!

+oo

. (suite & venir)



