DEVOIR SURVEILLE 9

Vendredi 21 mars 2019
L’usage des calculatrices est interdit
Ce sujet comporte 2 problémes indépendants.

Le sujet est LONG, mais découpé en plusieurs morceaux ou parties. Soignez votre rédaction dans les
questions que vous aborderez.
Un baréme indicatif est proposé pour chaque partie. Il pourra étre modifié lors de la correction, mais

devrait vous permettre de répartir intelligemment vos efforts dans le temps imparti.

PROBLEME 1 (17 points sur 20)

Notations et définitions

— N désigne ’ensemble des entiers naturels, N* désigne ’ensemble des entiers naturels non nuls.
— R désigne ’ensemble des nombres réels.

— R[X] désigne le R-espace vectoriel des polynomes a coefficients réels et, pour tout entier n € N,

R, [X] le R-espace vectoriel des polynomes & coefficients réels et de degré inférieur ou égal a n.

— Sing et ng sont deux entiers naturels, on note [n1, naf] 'ensemble des entiers naturels compris (au

sens large) entre nq et no.

Objectifs

On s’intéresse dans ce probleme a I’équation différentielle x2y” + axy’ + by = 0. La partie I est une
partie d’algebre qui traite des solutions polynomiales de cette équation lorsque a et b sont des constantes
réelles. Dans la partie II, on détermine ’ensemble des solutions de ’équation lorsque a et b sont des
constantes réelles. La partie III traite des solutions de cette équation lorsque a = 1 et b est la fonction

carré.

Partie I - Endomorphismes : baréme : 5 points

Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel non nul et a et b des constantes réelles.
Q1. On note A I'endomorphisme de R[X] défini par :

VP eRX], A(P)=XP.

Calculer A(X*) pour tout k € [0;n].



Q2.

Q3.

Q4.
Q5.

Q6.
Q7.

Qs.

Qo.

Q10.

Q11.
Q12.

Q13.

Q14.

Q15.

Q16.

Montrer que pour tout P € R[X], X2P"” = Ao (A —1d)(P), ot Id désigne I’endomorphisme identité
sur R[X].

Montrer que si P € R, [X], alors A(P) € R, [X].

On notera A,, 'endomorphisme de R, [X] induit par A.

Déterminer la matrice de A,, dans la base canonique (1, X,..., X™) de R, [X].

On définit 'application ® par :
¥V P eR[X], ®(P) = X?P" +aXP.

Montrer que ® = A? 4 (a — 1)A et en déduire que ® définit un endomorphisme de R[X].
Montrer que ® induit un endomorphisme ®,, de R, [X].

Montrer que ®,, est diagonalisable.
On considére ’endomorphisme ¢ de R[X] défini par :
V P e R[X], o(P) = X%P" +aXP' +bP.
Montrer que ¢ induit un endomorphisme de R,,[X], endomorphisme que ’on notera ¢;,.

Exprimer ,, en fonction de A,,.

Exprimer la matrice de ¢,, dans la base canonique de R, [X].
On considere ’équation :
2+ (a—1)s+b=0. (1)

Expliciter le noyau de ¢,, lorsque I’équation admet deux racines entieres distinctes my, my dans
[0; n].
Expliciter le noyau de ¢,, lorsque I’équation (1) admet une unique racine entiere m € [0; n].

Déterminer le noyau de ¢. En déduire qu’il est de dimension finie et déterminer sa dimension.

Partie II - Une équation différentielle : 3,5 points

On considere dans cette partie ’équation différentielle
2y + axy' + by =0, (2)

ol a et b sont des constantes réelles.

Que déduit-on du théoreme de Cauchy quant a la structure de I'ensemble des solutions de 1’équa-
tion (2) sur I =]0, +o0[? Et sur J =] — 00,0[?

Montrer que si y est une solution de (2) sur I, alors g = y oexp est une solution sur R de I’équation
différentielle linéaire a coefficients constants :

' + (a—1)u" +bu = 0. (3)

Réciproquement, soit t — ¢(t) une solution de sur R. Montrer que la fonction goln est solution
de (2) sur 1.

Donner les solutions a valeurs réelles de ’équation dans le cas ot a = 3 et b = 1 et dans le cas
oua =1 et b=4. En déduire, dans chacun des cas, les solutions & valeurs réelles de ’équation

sur l'intervalle 1.

On suppose dans les deux questions suivantes uniquement que a = 1 et b = —4.



Q17. Montrer que si y est solution de (2)) sur J, alors h = y o (— exp) est solution de sur R.

Q18. En étudiant proprement le recollement des solutions obtenues, déduire de ce qui précede ’ensemble
des solutions de de classe C? sur R.

Partie III - Une équation de Bessel : 8,5 points
On se propose dans cette partie d’étudier I’équation différentielle :
2,1

22y +xy + 2%y =0. (4)

Q19. Rappeler la définition du rayon de convergence d’une série entiére.

Série entiére dont la somme est solution de .

On suppose qu’il existe une série entiere » ;- cpx®, avec cg = 1, de rayon de convergence R non nul et
dont la fonction somme Jy est solution de sur | — R, RJ.
Q20. Montrer que pour tout £k € N, on a :
cokr1 = 0
c —_—
ok 4k (k)2

Q21. Déterminer le rayon de convergence de la série enticre )", cpaz®.

Q22. Soient > 0 et f une autre solution de (4) sur |0, r[. Montrer que si (Jp, f) est liée dans P’espace
vectoriel des fonctions de classe C? sur ]0, r[, alors f est bornée au voisinage de 0.

Inverse d’une série entiére non nulle en 0

Soit Y k>0 apz® une série entiere de rayon de convergence R, > 0 telle que ag = 1. L’objectif de ce
paragraphe est de montrer 'existence et I'unicité d’une série entiere ) ;- Brx® de rayon de convergence

R > 0 telle que pour tout x appartenant aux domaines de convergence des deux séries :

Q23. Montrer que si ) ;5 Bra® est solution , alors la suite (By) ren Satisfait aux relations suivantes :

Bo = 1

oo ;
VneN ) Zk:o akﬂnfk

|
=

Soit 7 un réel tel que 0 < r < R,.

Q24. Montrer qu'il existe un réel M > tel que pour tout k € N : |ag| < —-.
T



Q25. Montrer que admet une unique solution (Bx),y et que, pour tout k € N* :

M(M + 1)1

|1Br| < .

On pourra raisonner par récurrence.

Q26. Que peut-on dire du rayon de convergence R > 0 de la série enticre )", Bk ?

Ensemble des solutions de (4]

Q27. Soient r > 0 et A une fonction de classe C? sur |0, r[.
Montrer que la fonction y: & — A(z)Jo(x) est solution de (4)) sur |0, r[ si et seulement si la fonction
x: — xJ3 ()N (z) est de dérivée nulle sur |0, 7].

28. Montrer que .JZ est somme d’une série entiére dont on donnera le rayon de convergence. Que vaut
0
J2(0)?

Q29. En déduire I'existence d’une fonction 1 somme d’une série entiere de rayon de convergence R, > 0
telle que :
z +— n(z) + Jo(z) In(z)

soit solution de sur un intervalle |0, R,

Q30. En déduire I'ensemble des solutions de (4) sur |0, R,,][.

PROBLEME 2 : (8 points sur 20)

Notations et définitions

— N désigne 'ensemble des entiers naturels et R celui des nombres réels.
— Si X est une variable aléatoire admettant une espérance, on note E(X) cette espérance.

Soit (€, .A,P) un espace probabilisé. Soit X une variable aléatoire discréete sur (€2, .4, P) & valeurs dans

[—1,1]. On considére dans ce probléme une suite (X;) de variables aléatoires discrétes sur (2, A4, P),

1EN*
mutuellement indépendantes et de méme loi que X. Pour tout n € N*, on note

X+ -+ X,
—

Sy =

L’objectif de ce probléme est de montrer que si la variable aléatoire X est centrée, (E(X) = 0), alors
la suite (Sn),,,>1 converge presque siirement vers la constante 0. Il s’agit d’un cas particulier de la loi forte

des grands nombres.

On suppose pour 'instant que X est centrée.

Q31. Montrer que toute variable aléatoire bornée Z admet une espérance.

Q32. Enoncer et démontrer I'inégalité de Markov pour une variable aléatoire positive Y sur (£, A, P).



Q33. En déduire que, pour tout o > 0 :
E(|x])
o

P(X| > a) <
Q34. Montrer que, pour tout ¢ > 0, pour tout € > 0 et pour tout n € N*, on a

tX\\"
P(S, > ¢) = Plens 3 et) < B

etns

Majoration de E(e'Y).

Q35. Soit a > 1. On considere la fonction g, définie par

1—x 1
Ve € R, go(z) = Zla_l—k ;xa—aw.

Montrer que la fonction g, est dérivable sur R et que la fonction g/, est décroissante sur R. En

déduire, en remarquant que g,(—1) = g,(1) = 0, que, pour tout x € [—1, 1], go(z) > 0.
Q36. En déduire que

1-— 1
xe_t + + xet.

Yt >0, Vo € [—1,1], e® <

Q37. En déduire que
Yt >0, ]E(etX) < cht.

Q38. Montrer que

t2k 1 t2
Vk e N, Vit € R, <7(7>

En déduire que
Vvt > 0, ]E(etX) < et2/2.

Majoration de P(|S,| > ¢)

Dans ce paragraphe, on considére un entier n € N* et un réel € > 0.

Q39. Montrer que la fonction R 3 ¢ — e~etnt?/2 atteint un minimum en un point que l’on précisera.

Q40. En déduire que P(S,, > ¢) < e*"52/2, puis que
P(|S,] =€) < 207 /2.

Conclusion

Q41. Montrer que, pour tout réel € > 0, la série de terme général P(|S,| > ¢) converge.
Q42. On fixe un réel € > 0. On note, pour tout n € N* :
Bn(e) = U {weQ; [Sn(w)] >e}.
m>n
Montrer que, pour tout n € N* et tout € > 0, B, (¢) est un événement est que P (,,cn- Brn(€)) = 0.
Q43. Pour tout k € N*, posons

0= e Ine N, V> n, IS, < £}

Montrer que, pour tout k € N* () est un événement.
Ecrire Pensemble A = {w € Q; lim,, 00 Sn(w) = 0} alaide des événements Qy, k € N*. En déduire
que A est un événement.

Q44. Déduire des questions précédentes que P(A) = 1.



Q1.

Q2.

Q3.

Q4.

Q5.

Q6.

Q7.

Qs.

CCP — PSI - 2018

PROBLEME 1

Partie I - Endomorphismes

Pour tout k € [1;n], A(X*) = XkX 1 = kX* Et pour k =0, A(X°) = X x0=0=0X°.
Donc pour tout k € [0;n] :
A(XF) = kX,

Soit P € R[X]. En dérivant X P’ comme un produit, on obtient :
Ao (A —~1d)(P)=A(XP —P)=X(P +XP"-P)=X?P".
Soit P € R,[X]. Alors P’ € R,,_1[X] et XP’ € R,[X]. Donc :
A(P) € R, [X].

D’aprés Q1., on compléte les colonnes de la matrice avec les coordonnées, pour k € [0;n], de A(X*)

sur la base canonique. On obtient la matrice diagonale de M,,;1(R) :

0 0 0
0 1

S
0 0 n

Soit P € R[X]. D’apres Q2., (A2 — A)(P) = X2P".
Donc (A% + (a — 1)A)(P) = (A? — A)(P) + aA(P) = X?P" + aXP' = ®(P). D’ou :

® =A%+ (a—1)A.
A est un endomorphisme de R[X] donc A? également. Par combinaison linéaire :
® est un endomorphisme de R[X].
Avec le méme raisonnement, en remplagant R[X] par R, [X] :
® induit un endomorphisme ®,, de R,[X] et ®, = A2 + (a — 1)A,,.

Dans la base canonique de R, [X], la matrice de A,, est diagonale. Ce qui est donc le cas de la
matrice de A2. D’apres I'égalité @, = A2 + (a — 1)A,,, la matrice de ®,, dans la base canonique

est diagonale par combinaison linéaire et :
®,, est diagonalisable.

On remarque que ¢ = & +bId. @ et Id induisent des endomorphismes de R,[X]. Par combinaison

linéaire :

¢ induit un endomorphisme de R, [X].



Qo.

Q10.

Q11.

Q12.

Q13.

Q14.

D’apres les égalités précédentes (Q5.), on obtient :
¢n =A% +(a—1)A, +b1d,

ou Id désigne ici 'endomorphisme identité sur R,,[X].

D’apreés Q4., la matrice de A,, dans la base canonique de R, [X] est la matrice diagonale de coefficient
diagonal d; = k pour k € [0;n], souvent notée diag(0,1,2,...,n).

D’apres Q9., ¢, = A2 +(a—1)A,, +b1d, donc la matrice de ¢,, dans la base canonique de R,,[X] est
la matrice diagonale de coefficients diagonaux 62 + (a — 1)d, +b = k* + (a — 1)k + b pour k € [0;n],
soit diag(b, 12+ (a —1) x 1 + 5,22+ (a — 1)2+b,...,n* + (a — 1)n + b).

Soit P = 0o ap Xk € R, [X].

P e ker(p,) < pn(P)=0

& ko akpn(X*) =0

& Siooar (K24 (a— 1)k +b) X* =0 d’apres Q9.

& Vkelon] , a(k*+(a—1)k+b)=0

< VEke[o;n]~{mi,me}, ap=0

stetseulementst P = @y X™ + Gy X™2

Dot ker(¢y,) = Vect(X™, X™2).

Remarque : on pouvait également déterminer le noyau de la matrice de ¢,, et revenir aux polynomes

a partir des coordonnées trouvées.

De méme, on obtient :

ker(py,) = Vect(X™)
De méme, si I’équation (1) n’admet pas de racine entiere, ker(y,) = {0}.

Si P € ker(¢) \ {0}, notons n = deg(P). Ainsi p(P) = ¢n(P) =0 et P € ker(p,).
Ainsi ker(p) = Unen ker(¢n). Dot :

dim ker(¢) € [0;2] et est égale au nombre de racines entieres de 1’équation (1).

Partie II - Une équation différentielle

(2) est une équation différentielle linéaire homogeéne d’ordre 2 & coefficients continus. Comme la
fonction  — 22 ne s’annule pas sur I :

Pensemble des solutions de (2) sur I est un espace vectoriel de dimension 2.

De méme sur J.

Soit y une solution de (2) sur I. Posons g = y o exp. ¢ est définie et deux fois dérivable sur R par
composition de exp, définie et deux fois dérivable sur R et a valeurs dans I, et de y, définie et deux
fois dérivable sur I. On a alors :

g =y oexp xexp et ¢’ =y oexp x exp? +y o exp X exp. Pour tout z € R :

g"(x) + (a —1)g'(z) + bg(x) = y"(exp(x)) x exp®(z) + a ¥/ (exp(x)) x exp(x) + b y(exp(z))
= o (t)t* + ay' (t)t + by(t) en posant exp(z) =t € I

= 0 car y est solution de (2).



Q15.

Q16.

Q17.

Q18.

Ainsi g = y o exp est solution sur R de I’équation (3).

Posons h = g oIn. h est définie et deux fois dérivable sur I par composition de In, définie et deux
fois dérivable sur I et a valeurs dans R, et de g, définie et deux fois dérivable sur R.

Pour tout z € I :1 ) )
W' (z) = ¢'(In(z)) — et h"(z) = ¢"(ln(z)) 5 — —¢'(In(2)).

Dot : 2%h(x) + axh/(x) + bh(z) g"(t) + (a — 1)g'(t) + bg(t) en posant In(z) =t

= 0 car g est solution de (3).

Ainsi g o In est solution sur I de I’équation (2).

» On commence par résoudre (3), équation différentielle linéaire homogeéne d’ordre 2 & coefficients
constants. On associe 1’équation caractéristique 72 4+ 2r + 1 = 0 de racine double —1.
Ainsi les solutions de (3) sur R sont u : t — (M + p)et ou A\, u € R.
D’aprés Q15. et Q16., les solutions de (2) sur I sont

y:z+— u(ln(z)) = A n(z) —|—,u)é , A peR

» De méme, avec 2i et —2i comme racines de 1’équation caractéristique, les solutions de (3) sont
u:t —> Acos(2t) + psin(2t) ou A\, u € R.

Les solutions de (2) sur I sont
y:x+— u(ln(x)) = Acos(2In(z)) + psin(21n(x)) , A\, u € R.
On proceéde de méme qu’en Q14. avec :
h' = —y' o (—exp) x exp et R’ =y" o (—exp) x exp? —exp xy’ o (— exp).
On obtient alors h” — 4h = 0 car y est solution de (2).
Donc si y est solution de (2) sur J, alors h = y o (—exp) est solution de (3) sur R.

L’équation caractéristique associée a (3) est 72 — 4 = 0, de racines 2 et —2.

Les solutions de (3) sont donc u : t — Ae?! + pe™2t,

I

D’aprés Q14. et Q15., les solutions de (2) sur I sont donc y7 :  — Az + —-
x

De méme que Q15., on prouve que si g est solution de (3) sur R, alors z — g(In(—=x)) est solution

de (2) sur I. Ainsi, les solutions de (2) sur J sont y; : @ — ax? + ot

On procede alors a un recollement des solutions : on cherche les conditions sur A, u, «, 5 pour avoir

hmm—>0_ Y (1’) = hmw—>0+ yr (LC)

lim, ,o- ¥5(z) = lim, ,o+ yj(x) avec des limites finies.
lim,0- yj(x) = lim, o+ y7(x)

Pour des limites finies pour y; et ys, on obtient 5 = 0 et = 0. Dans ce cas, ces limites sont alors
égales a 0.

Ainsi yr 1 z — A2 et tx— ozl
Y YJ

D’ou ¢} (x) = 2z et y;(x) = 2ax et lim, .- ¢/ (z) = lim, ,o+ ¥} (z) = 0.
Enfin, y7(z) = 2 et yJ(z) = 2a et lim, _,o- y}(x) = lim, o+ y7(x) sietseulementsi A = «.
Les fonctions y définies sur I U J par  — Az? o A € R et (0) =0, 3'(0) = 0 et 3 (0) = 2), qui

consiste a prendre



y : x — Ax? définie sur R,

est alors de classe C2 sur R et on vérifie qu’elle est bien solution de (2) sur R.

Partie III - Une équation de Bessel
Q19. Le rayon de convergence de la série entiere ) a,x" est
R=sup{r >0/ (anr™), est bornée} et R € R4 U {+oo}.
Q20. Jj est de classe C sur | — R, R[ et se dérive terme & terme.

Vz €] - R,R|, Jo(z) = S0 cpa®
Jo(x) = ST kegah ™!
(@) = SF% bk - Dega*=2
2Ty (x) + aJy(z) + 22 Jo(z) = 725 k(k — D)epa® + 302 kepa® + 3755 cpoa®
22 Jf (2) + 2 J(x) + 22 Jo(z) = crx + 32525 (KPek, + cp—o)z®.

Par unicité du développement en série entiére (sous réserve que R > 0), comme Jy est solution de

(4), on en déduit :
Ci—2
e

Comme, de plus, ¢g = 1 par hypothese, on montre facilement par récurrence que

cp=0 et Vk=2, ¢ =

(=DF
Vk‘EN, 02k+1:O et CQk:W.

Q21. On s’intéresse a la série entiere > carx®®. Une série entiere converge toujours pour x = 0.

Prenons = dans R* et notons, pour k € N, uy(z) = corp®*. Ainsi, ug(x) # 0 et

.732

7uk+1(x) = lim |—=
k—-+oo | 4(k +1)2

=0<1.
ug ()

lim
k—+oo

Donc le critere de d’Alembert permet de conclure que cette série entiere converge pour tout réel x

et que son rayon de convergence est donc R = +oc.

On a donc prouvé que la somme de cette série entiere, appelée Jy dans ’énoncé, est une solution
de (4) sur R.

Q22. Jj est continue sur R, donc continue sur le segment [0, 7] et donc bornée sur ce segment.
Jo n’est pas la fonction nulle (par unicité du développement en série entiére), donc si (Jy, f) est une
famille liée de I’espace vectoriel des fonctions de classe C? sur |0, r[, il existe a € R tel que f = aJy

et f est ainsi bornée sur ]0,7[ et donc au voisinage de 0.

Q23. Par produit de Cauchy, appliqué aux séries entiéres (absolument convergentes dans l'intervalle

ouvert de convergence) :

+oo +oo +oo n
Vx G] - R, Ra[ﬁ] — Rg, R@[, (Z Ozkl‘k> (Z ﬁkl‘k> = Z <Z akﬁn—k) z".
k=0 k=0 n=0 \k=0



Or, cette somme vaut 1 par hypothese donc, par unicité d’écriture d’une série entiere, on a :
n
apfBp=1 et VneN*, Zakﬂn,k =0.
k=0
Comme oy = 1 par hypothese, on obtient :

Bo=1 et VneN* Zakﬂn_k:().
k=0

Q24. Puisque 0 < r < R, par définition du rayon de convergence, la suite (ay7¥), est bornée, donc :

M
IM>0/VEkeN, |apr*| <M de |o <—.

rk
M(M + 1)kt
Q25. Notons, pour k € N*| Hy, Passertion : « || < % »
r
— Initialisation : a relation (5) fournit apf1 + @189 = 0. Donc 51 = —ag et |1 = 1] < —.
r
Cela montre H;.
— Hérédité : Prenons k dans N* tel que Hy, ..., Hy, soient vraies et montrons que Hy1 est vraie.
k
B = |- Shoarnoi 8] (carag =1)

k
< Zj:() |ak+1fj| |5j|

M & M M(M + 1)3'_1
S rk+l1 + Zj:l rk+1—j j

(d’apres Q.24 et 'hyp. de récurrence)

rJ
M N M? |[(M+1)k—1
Sopktl okl | (M 41) — 1
M(M + 1)k
rk+1

Ainsi, Hy41 est vraie et I'on a établi le résultat souhaité par récurrence.

Q26. On déduit de la question précédente :

M |[(M+1)z|*
VzeR, VkeN*, k<
’ el < 3737 ' r
- . L , | (M + 1 .
Les théoréemes de comparaison sur les séries permettent d’affirmer que si |[———| < 1, la série
r

s o (M4 1)z -
géométrique de terme général (¥> converge et donc que la série > Brx® est absolument
r
r
convergente. La série ) Brx® est donc absolument convergente pourvu que |z| < M1 ; son rayon
> 0.

T
de convergence vérifie donc Rg >
& FZ7 M+

Q27. On note : Yz €]0,7[, y(x) = A(x)Jo(x)avec X fonction de classe C? sur |0,7[. Ainsi, y est aussi de
classe C? sur ]0,7[. Comme Jy est solution de (4), on obtient

Va €]0,7[: 2%y (x) + 2y (2) + 22y (x) = 2® N (x)Jo () + 222N (x) T (2) + 2N (x) Jo(x).
De plus , en notant Vz €]0,7[, h(z) = 2N (z)JZ(x), on a
Va €)0,r[: W(z) =N(z)J3(x)+aN'(2)JG(z) + 2N (z) 2Jo(x)J)(x)
Jo(x)

= 28 (@ (@) + ay () + 2y(a)

10



Q28.

Q29.

Q30.

Q31.

e Il est donc clair que si y est solution de (4) sur |0, r[ alors h est de dérivée nulle sur ]0, r|.

e Réciproquement, supposons que h'(z) = 0 pour tout = €]0,r[. Notons g : x —— x2%y"(x) +
2 (2) + 2%y(2).
Supposons qu'’il existe o €]0,7[ tel que g(zg) # 0. Par continuité, g serait non nulle sur
un sous-intervalle de ]0,7[ centré en zy et Jy serait donc nulle sur cet intervalle. Comme Jy
est solution de u” + lu’ +wu = 0 sur |0, r[, Jo serait identiquement nulle sur ]0,r[ d’apres le
théoréme de Cauchy—:fipschitz comme unique solution de (4) s’annulant ainsi que sa dérivée
en zg. Elle serait donc nulle en 0 par continuité. Cela contredirait la définition de Jy (¢ = 1).

Donc g est nulle et y est solution de (4) sur |0, r[.

Par théoréme sur le produit de Cauchy des séries entiéres, JZ est somme d’une série entiere de rayon
+00. De plus, JZ(0) = 1.

Cherchons une fonction A et un réel 7 > 0 tels que V. €]0,r[: zJ3(z)N (z) = 1.

La question Q27. nous assurera alors que (x — A(z)Jy(x)) est solution de (4) sur ]0, r|.

La question Q28. permet d’appliquer le paragraphe sur 'inverse d’une série entiere non nulle en 0
aJg.

I existe donc une série entiere Brx* de rayon r > 0 et telle que By = 1 qui vérifie

+oo +o00
Vo €]o,r[: JZ(x) <Zﬁk$k> =1, - xJ2(z) (1 "‘Zﬁlﬁkl) —1
k=0 o=
En prenant
+oo .’L’k
Va €]0,r[: Mz)=1In(z) + Z*Bk?7
k=1

on obtient bien
Va €)o,r[: xJZ(x)N (z) = 1.

Notons

400 o
V€0, r[: nz) = (Zﬂkk> x Jo(x).
k=1

Par produit de Cauchy, 7 est la somme d’une série enticre de rayon R, > 0 et, d’apres la question

Q27.,
(J1: @ — n(z) +1n(z) Jo(z)) est solution de (4) sur |0, Ry|.

Puisque Jy(0) = 1, la fonction J; = n + Jy x In n’est pas bornée sur |0, R,[. D’apres la question
Q22., la famille (Jo, J1) est donc libre dans 1’espace vectoriel des fonctions de classe C2 sur |0, R,
et 'on a une base de solutions de (4). On en déduit que I’ensemble des solutions de (4) sur ]0, R,
est

{aJo 4+ b(n+ Jo x In) / (a,b) € R*} = vect(Jo,n+ Jo x In).

PROBLEME 2

La variable aléatoire X admet une espérance. De fait, c’est évident si X (Q) est fini. Si X () est
dénombrable, et si {zg,z1,...,} en est une énumération, 'espérance de X est, par définition, la
somme de la série Y 07 g z,P(X = z,,), pourvu que cette série soit absolument convergente.

Or, |2,P(X =2,)| <P(X =z,) pour tout n € N et > P(X = z,) est convergente, donc X admet

bien une espérance en vertu du théoreme de comparaison. Le résultat s’étend immédiatement a
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Q32.

Q33.

Q34.

Q35.

Q36.

toute variable aléatoire bornée (par majoration, ou en se ramenant & [—1,1] par normalisation);

cela sera utile par la suite.

Inégalité de Markov. Si Y est une variable aléatoire positive admettant une espérance, alors

Va>0:P(Y>a)§@.
o

Démonstration. Cas ot Y () est fini. La validité des manipulations sur les sommes finies est

immeédiate.

EY) =3 ey VP =y) =2 yev@ yPY =y) + > yev@ yPY =y)
y<a y=>a

> Suex@YP(Y =y) = Y ey aP(Y =y) = aP(Y > a).
[Y(©2)CR4] y=a y>a

Cas 01 Y (Q) est infini dénombrable. Le formalisme est un peu différent, mais la démonstration est
intrinsequement la méme. On peut par exemple utiliser les fonctions indicatrices et la croissance de

I’espérance :
Y = YH‘(y<a) + YH‘(y>a) >0+ aJ%(Y}a) et E(Y) = E(W(y}a)) =aP(Y > a).
|

Comme X admet une espérance, il en va de méme de |X|, & qui 'on peut appliquer I'inégalité de

Markov, puisqu’elle est positive.

Le fait que tn > 0, la croissance de I’exponentielle, puis I'inégalité de Markov, appliquée a la variable

aléatoire positive bornée (donc admettant une espérance) e*™%», donnent
E etnSn
P(S, > ¢) = P(tnS, > tne) = P(e!" > ™) < %

X

Or, e!™Sn = [, "X et les variables aléatoires e'*¢ sont bornées, donc admettent une espérance.

Alors, 'indépendance des X; donne
B(e) =[] B(e) = [E(e)]"

De gq(z) = P(x)—a® avec P € R1[X], on tire que g, est de classe C* et que g/ (x) = —(Ina)?a® < 0,
ce qui montre que ¢/, est strictement décroissante. Comme

ga(—1) = al—at'=0=a—a= ga(1),

le théoreme de Rolle entraine que g/, s’annule au moins une fois sur | — 1, 1[. Comme g/, est stricte-
ment décroissante, g/, s’annule une seule fois et est d’abord positive, puis négative. Ainsi, il existe
xo €] — 1, 1] tel que g, est strictement croissante sur [—1, 2] et strictement décroissante sur [z, 1].

En particulier, g, est positive sur [—1, 1]. Notons que I'hypothése a > 0 suffit.

Soit t > 0. En prenant a = e! > 1, I'inégalité g,(z) > 0 donne

l—2z _, 14z, .
7 ¢ T ¢

20;

d’ot1 I'inégalité demandée en ajoutant e’ des deux cotés.
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Q37.

Q38.

Q39.

Q40.

Q41.

Q42.

Q43.

Par croissance de l’espérance et en utilisant le fait que E(X) = 0, I'inégalité de la question 36 donne

1-X 1+X
e < 5 et 4 —; e! =cht+ (sht)X .. E(e") <cht+ (sht)E(X) = cht.
Sik>1,ona
k

k) =K ][ (k+4) = k'H272’“k'
J

j=1

et I'inégalité est aussi vraie pour k=0 (1 =1). En en prenant 'inverse, puis en multipliant par la

~

k
quantité positive t#, il vient (Zk)' < kl, (;) .
En utilisant alors la question 37, il vient, en utilisant les développements en série entieére du cosinus

hyperbolique et de I’exponentielle, lesquels sont de rayon de convergence infini :

k

@R S i% (ﬁ) =

+2
Posons ¢(t) = e~ ™etm3 . Alors, ¢ est de classe C™ et ¢/ (t) = n(t —e)p(t) est du signe de t —e. 11

s’ensuit que ¢ admet un minimum en € et que ce minimum vaut () = e "7 .
Les questions précédentes donnent une majoration de P(S,, > ¢) valable pour tout ¢ > 0 :
+2

P(Sn 25) < e—ntsE etX n < e—nts Xe'z.
[Q.34] [Q38]

_nE

En particulier, pour ¢ = €, choix optimal en vertu de la question 39, il vient P(S,, > ¢) <e "z.

Les v.a. —X,; vérifient les mémes hypotheses que les X; (elles sont a valeurs dans [—1,1] et in-
dépendantes). Il s ensult que l'on peut appliquer la majoration ci-dessus a —S,, ce qui donne
P(—S, >¢) <e 7. Alors,

P(|S,| =€) =P(S, < —¢) + P(S,, > ) <2 "7
La croissance des mesures de probabilité et la question 40 donnent la majoration
52
P(|Sn| > ¢€) <P(ISn] 2 €) <2777

2
7 N . s 2 2 . . _EZ
Le théoreme de comparaison et la convergence de la série géométrique de raison e~z €]0,1[ as-

surent alors la convergence de la série de terme général P(|S,| > ¢).

{weQ; |Sm(w)]>e} =851~ o0, —¢[) US;, (Je, +00[) est la réunion de deux événements, donc
un événement. Alors, B,, est une réunion dénombrable d’événements, donc un événement.

Par ailleurs, P(B,) < S ov_, P({w € Q; |Sm(w)| > ¢}), reste d’une série convergente d’apres la
question 41. Comme la suite (B,,),, est décroissante, il s’ensuit

P( ﬂ Bn> = lim P(B,) = 0.

neN*

Posons pour plus de clarté B, (¢) = B,. On peut écrire

Qp = {wGQ; In € N*, Vm > n: |Sm(w)|<%} =U N {wGQ; |Sm(w)|<%} = |J Ba(1/k)



Q44.

donc f est une réunion dénombrable d’événements et donc un événement. On peut par ailleurs
écrire

A:{weQ;VkeN*, In e N, Vm>n:|sm(w)\<l}: N o

ce qui montre que A est un événement.

En reprenant I'expression de 2 obtenue a la question 43, le passage au complémentaire donne
Qi = Nnen- Bn(1/k) et en appliquant ce que 'on a montré a la question 42, on obtient IP’(KTIC) =0,
d’ott P(Qy,) = 1.
Enfin, (|S] < 1) D (|Sm| < %H)’ ce qui entraine que la suite d’événements (£2;,), est décroissante.
On peut alors conclure :

P(A) =P (kg Qk> = lim P() = 1.

Autrement dit, (S,), converge presque siirement vers 0. Ce résultat est la loi forte des grands
nombres.
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