1. (a) Soit a € Ty(R). Alors il existe b € R tel que a = b2. Par suite, a € [0, +oo[. Ceci montre que T;(R) C [0, +ool.

Soit a € [0, +oo[. Soit 1 € N*, Soit b = ¥/a. Alors b € R et b™ = a. Par suite, a € T;(R). Ceci montre que [0, +oo[C T; (R).
Finalement

Ti(R) = [0, +o0l.

(b) Puisque b # 0, b admet exactement n racines n-iémes deux a deux distinctes. Les racines n-iémes de b sont les
nombres complexes de la forme %ei(%Jrznﬂ), k e [o,n—1].

(c) Soit a € C. Soit n € N*. Si a = 0, alors 0™ = a et si a # 0, d’aprés la question précédente, il existe b € C tel que
b™ = a. Donc a € T;(C. Ceci montre que C C T;(C). Comme d’autre part, T;(C C C, on a montré que

T,(C) = C.

2. (a) Soit A € T, (K). Soit n € N*. Il existe B € .#,(K) telle que B™ = A. Mais alors, det(A) = det(B™) = (det(B))™.
De plus, det(B) € K.
Ainsi, pour tout n € N*| il existe b € K tel que b™ = det(A) et donc det(A) € T; (K).

. (1 0
(b)SomAf(O o

la question précédente.

). det(A) =—1 < 0 et donc det(A) ¢ T;(R) d’aprés la question 1). Mais alors, A ¢ T,(R) d’aprés

3. det(A) =2 € Ty (R).
Soit B € .#,(R). Posons Spc(B) = (A, u). Si B2 = A, alors (A%, u?) = (—1,—2) et donc
(A e {(i, ifz) , (—i,iﬁ) , (i, —i\/i) , (—i, —i\fz) } .

Ceci est impossible car, B étant une matrice réelle, si B admet une valeur propre o« non réelle, alors B admet aussi & pour
valeur propre. Il n’existe donc pas de matrice B € .#5(R) telle que B2 = A. On en déduit que A ¢ T,(R).

X 3 2
4. @ xa=| -2 5-X 2 |=(X)(X2—5X+6)+2(—3X+6)+2(2X—4) = —X(X—2)(X—3)—6(X—2)+4(X—2) =
2 3 X

(X=2)(=X(X—=3)—2) = (X=2)(=X? 4+3X—=2) = —(X—=1)(X = 2)%. Le polynéme caractéristique de A est scindé sur R.
A admet 1 pour valeur propre simple et 2 pour valeur propre double. Par suite,

A est diagonalisable sur R & dim (Ker(A —2I3)) =2 & rg(A —213) = 1.

-2 3 2
2
Or,A-2I3=| -2 3 2 |.C= —§C1, C3 =—Cj et C; #0. Donc rg(A — 2I3) = 1. On en déduit que
2 -3 =2

A est diagonalisable sur R. I

(b) Par suite, il existe une matrice P € GL3(R) telle que A = PDP~! oit D = diag(1,2,2). Soient n € N* puis B =
Pdiag (1, V2, {‘/Z) P—'. B est une matrice réelle et

B" = (Pdiag (1, V2, VE) P*‘)n —P (diag (]) V2, VE))“P—1 —PDP! = A,

Ceci montre que A est TPR.

131 2 3 2
(c) On peut prendre P = 1 2 0 |puisP'=| =1 2 1
-1 0 1 2 =3 -1

Soit B, = Pdiag (1, V2, ﬁ) p1.
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1 31 1 0 0 2 -3 2 1 3vV2 V2 2 -3 =2
Bo=| 1 2 0 0 V2 0 -1 2 1 =11 2v2 o0 -1 2 1
—1 0 1 0 0 1 2 -3 1 -1 0 V2 2 -3 1

2—V2  —3+43V2 —24+2V2
= 2-2v2 -3+4v2 -2+2V2
—2+2v2 3-3V2 2-2

2-V2 343V2 2+2v2
La matrice B, = 2-2v2 —3+44v2 —2+42v2 | est une matrice réelle telle que B3 = A. En remplacant V2 par
—24+2vV2 3-3V2 2-V2
2—-V2  —343V2 2422
V2, la matrice B3 = 2-2V2 —3+4v2 24232 | est une matrice réelle telle que B3 = A.
2422 3-32 2-2

5. (a) On munit R? de sa structure euclidienne usuelle et de son orientation usuelle. A est alors la matrice dans la base
canonique de —Id qui est la rotation d’angle 7.

o (Z) ()

(b) Soient n € N* puis B = . - . Alors, B™ est la matrice dans la base canonique de la rotation
sin (—) cos (—)
n n

d’angle n x g =1 et donc B™ = A. Ceci montre que A est TRR.

6. (a) Il existe k € N* tel que N* = 0. Donc le polynéme X¥* est annulateur de N. On sait que les valeurs propres de N
dans C sont a choisir parmi les racines de ce polynéme annulateur. Donc, 0 est I'unique valeur propre de N.

Le polynome caractéristique de N est le polynéme de coefficient dominant (—1)P, de degré p, admettant O pour unique
racine. On en déduit que xn = (—1)PXP.

D’aprés le théoréeme de CAYLEY-HAMILTON, xn(N) = 0 ce qui fournit NP = 0.

(b) Supposons de plus que N soit TPK. Il existe une matrice B € ., (R) telle que N = B2. Mais alors, B?P = NP = 0.
La matrice B est donc nilpotente. La question précédente fournit alors N = BP = 0. On a montré que si N est TPK, alors
N =0.

Partie II : le cas ol le polynéme caractéristique est scindé
P
7. D’aprés le théoréme de CAYLEY-HAMILTON, ¥, (u) = 0 ou encore H (u—Aildgr)™ = 0. De plus, les polynomes
i=1
(X =A™, 1 <1i <k, sont deux & deux premiers entre eux. D’aprés le théoréme de décomposition des noyaux,

KP = Ker (u— A Idgr )™ @ ... Ker (u—Acldge )™ = C1 @ ... & C.

8. (a) Puisque v commute avec u, v commute avec tout polynéme en u et donc v commute avec Q(u). On sait alors que
Ker(Q(u)) est stable par v. Redémontrons-le.

Soit x € Ker(Q(u)). Alors Q(u)(x) = 0 puis

et donc v(x) € Ker(Q(u)).

(b) Soit i € [1,k]. u commute avec (1t — A;Idge )" qui est un polynome en 1. Donc, u laisse stable Ker (w — A;Idg» )™ = C;i.

9. Soit i € [1,k]. Posons vi =uc, —Aildc,. Soit x € C; = Ker (u— Aildkr)" = Ker(v;)™. Par définition, v}*(x) = 0.
Ainsi, vi'* = 0 et donc v; est nilpotent d’indice inférieur ou égal a ry.
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10. Soit #’ une base de KP adaptée a la décomposition KP = C; @ ... & Cp, puis P la matrice de passage de # a #'.
Posons M = P~ TAP.

D’aprés la question 8)a), les C; sont stables par u. On en déduit que la matrice M est diagonale par blocs :

M; 0 ... 0
M = O M,
S 0
0 ... 0 M

ou pour tout i € [1,k], My € A, (£) avec p; = dimC;.

Pour chaque i € [1,k], posons Ny = M — Ail,,, de sorte que My = Ail,; + Nj. D’aprés la question 9), la matrice Ny est
une matrice nilpotente de .#, (Mp (X).

Finalement on a écrit A sous la forme A = P diag (A1, + Ny,..., Al + Ny) P~ ou P est une matrice inversible de
Ay (K) et pour tout i € [1,k], p; = dimC; et Nj est une matrice nilpotente de .} (K).

11. Supposons que pour tout i € [1,k], AjId,, + Ny soit TPK. Alors pour tout i € [1,k] et pour tout n € N*, il existe
une matrice By n € 4, (K) telle que B{’:n = Aildp, + Ni.

Soit n € N*. Soit By, = P diag(B1n,...,Bkn)P " € 4 (K).

Bl = P (diag(B1,n,...,Brn))" P
= P diag(B7 , .-+, Tkl’n)l:’f1 (calcul par blocs)
= P diag(A11p, + Ni,...,BAL,, + N )P~ = A.

On en déduit que A est TPK

Partie III : le cas des matrices unipotentes

12. (a) La division euclidienne de V par XP fournit deux polynomes Q et R tels que V.=XP x Q+ R et deg(R) <p—1.
Quand x tend vers 0, V(x) = o(xP) et en particulier, V(x) = o(xP~"). D’autre part, xPQ(x) = o(xP~"). Donc, quand x
tend vers 0, R(x) = V(x) — xPQ(x) = o(xP~"). Puisque R est de degré au plus p — 1, cette derniére égalité s’écrit plus
explicitement

R(x)+0o(xP"") = 04+o0(xP"").

x—0

Par unicité des coefficients d’un développement limité, on en déduit que les coefficients de R sont nuls ou encore que R est
nul. Finalement, il existe un polynoéme Q tel que V = XP x Q.

(b) Un développement limité de (1 +x)'/™ en 0 & P'ordre p s’écrit

(T+x)'/™ = U(x) +o(xP),

x—0

ot U est un polynome de degré inférieur ou égal & p. En élévant les deux membres a 'exposant n, on obtient

T+x = (UX)+o(xP)™ = (U(x)"™+o(xP),

x—0 x—0
(développement limité d’une composée).
(c) Quand x tend vers 0, T+x— (U(x))™ = o (xP). D’apreés la question 12)a), il existe un polynoéme Q tel que 1+X—-U" =
XP x Q ouencore 1+ X =U"+XP x Q.

13. (a) Soit n € N*. D’aprés la question précédente, il existe deux polynomes U et Q (dépendant de n) tels que
1+ X=U"4+XP x Q. En évaluant en la matrice N, on obtient

I + N = (U(N))" + NP x Q(N) = (U(N)™,
car d’aprés la question 6)a), NP = 0.
Ainsi, pour chaque n € N*, il existe une matrice U(N) € .#,(K) telle que B™ = I, + N. La matrice I, + N est donc TPK.
(b) Soit A € K\ {0} tel que A soit TPK. Soit n € N*. Il existe p € K tel que u™ = A.
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1 1 P 1

D’autre part, la matrice XN est nilpotente car (XN> = A_PNP = 0. D’aprés la question précédente, il existe une matrice
1

B € 4, (K) telle que B™ =1, + —N.

1
Soit B’ = uB. B’ est dans . (K) et B™ = u"B™ =A <Ip + XN> = Al, + N. Ceci montre que Al, + N est TPK.

14. (a) Soit A € GL,(C). Alors les Aq, 1 < i<k, de la partie II sont tous non nuls. D’autre part, chaque A, 1 < 1<Kk,
est TPC d’aprés la question 1)c).

D’aprés la question précédente, chaque matrice Al + Nj, T < 1 <k, de la partie II est TPC. La question 11) permet
alors d’affirmer que A est TPC.

(b) Sip > 2, la matrice élémentaire E; > est nilpotente et non nulle. La question 6)a) montre que la matrice Eq » n’est
pas TPC. Donc, si p > 2, T, (C) # 4, (C). Par contre, d’aprés la question 1)c), Ty (C) = . (C).

1T 1 0 0
. . 01 0 0 _ ([ I3+N 03,
15. Soit A = 00 1 0 —<

0 0 ) ot N = E; . D’aprés la question 13)a), la matrice I3 +N est TPR.
1,3

Un calcul par blocs montre alors que A est TRR.

Maintenant, O est valeur propre de A et donc A n’est pas inversible. D’autre part, 1 est valeur propre triple de A mais
rg(A —I3) =2 > 1 et donc A n’est pas diagonalisable.
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