EXERCICE 2 analyse

2+ 7
(x+1)2°

1. Décomposer f(x) en éléments simples.

On pose f(z) =

2. En déduire que f est développable en série entiére en 0 sur un intervalle du type | —r, [ (ot 7 > 0).
Préciser ce développement en série entiére et déterminer, en le justifiant, le domaine de validité D
de ce développement en série entiere.

EXERCICE 5 analyse

1
1. On consideére la série de terme général u,, = W oun=2etack
n(lnn

a. Casa <0

En utilisant une minoration tres simple de u,,, démontrer que la série diverge.
b. Citer le théoreme de comparaison séries-intégrales.
c. Casa>0

Etudier la nature de la série.

1
Indication : On pourra utiliser la fonction f définie par f(z) =

~ z(lnz)>’
(- (1+3) )t
e— |14+ — en
2. Déterminer la nature de la série Z n 5 .
"3 (In(n? + n))

EXERCICE 6 analyse

Soit (un), ey une suite de réels strictement positifs et [ un réel positif strictement inférieur a 1.

. .1 Unp+1
1. Démontrer que si lim nt
n—+00 Uy

=1, alors la série E Uy, converge.

. . s . . .. 4 .. . Un+1
Indication : écrire, judicieusement, la définition de lim
n—+00 Uy

grand, u,, par le terme général d’une suite géométrique.

= [, puis majorer, pour n assez

n!
L. B
2. Quelle est la nature de la série E ek
n>=1

3. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiére de la variable complexe.

4. Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries entiéres suivantes :

a Z (”!)2 ,3n+l
) (2n)! '
b. Zn(_z)nz”

n!
c. —z
nn

n



EXERCICE 9 analyse

1. Soit X un ensemble, (f,),y une suite de fonctions de X dans C et f une fonction de X dans C.
Donner la définition de la convergence uniforme sur X de la suite de fonctions (f,,) vers la fonction
!

2. Soit (fn),cy une suite de fonctions de X dans R convergeant simplement vers une fonction f.
On suppose qu’il existe une suite (z,,),cy d’éléments de X telle que la suite (fp(75) — f (Tn)),en

ne tende pas vers 0.

Démontrer que la suite de fonctions (f,), cy ne converge pas uniformément vers f sur X.

2
ZI 16_"’”2 cos(y/nzx).

Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (fn)

3. On pose f,(z) =

neN-
La suite de fonctions (fy),,cy converge-t-elle uniformément sur [0, +oo[?

Soit a > 0. La suite de fonctions (f,), oy converge-t-elle uniformément sur [a, 4-o00[ ?

g o TP

La suite de fonctions (fy), oy converge-t-elle uniformément sur ]0, +oo[ ?

EXERCICE 18 analyse

—1)gm
On pose : Vn e N*, Vz € R, u,(z) = et

On considere la série de fonctions Z Up, -
n>1
1. Etudier la convergence simple de cette série.
On note D Pensemble des = ol cette série converge et S(z) la somme de cette série pour z € D.
2. a. Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série sur D.

b. La fonction S est-elle continue sur D ?

EXERCICE 26 analyse

+oo 1
Pour tout n > 1, on pose I,, = —dt.
1. Justifier que I, est bien définie.

2. Etudier la monotonie de la suite (I,,),,cy. et déterminer sa limite.

3. La série Z(—l)”]n est-elle convergente ?
n>1

EXERCICE 29 analyse

On pose : Vx €]0,+o00[ et Vt € |0, +o0|, f(x,t) =e o1 .

1. Démontrer que, pour tout x € ]0, +00[, la fonction ¢t — f(x,t) est intégrable sur ]0, +oo].

+oo
On pose alors, V z €]0, +oo[, I'(z) = / o—tr=1qs.
0

2. Pour tout z €]0, +oo], exprimer I'(x 4 1) en fonction de I'(z).
3. Enoncer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale.

4. Démontrer que T est de classe C! sur ]0, +o00[ et exprimer I'’(x) sous forme d’intégrale.



Partie 1 : Formule de Cauchy et théoreme de Liouville

Soit Y~ a, 2" une série enticre de rayon de convergence R > 0. On note f sa somme.
1. Soit r réel tel que 0 < r < R. Montrer rigoureusement que :
1 2w

o f(re®®)e=™%dh = a, " (formule de Cauchy.)
T Jo

2. Démontrer le théoréeme de Liouville : si R = 4+00 et si f est bornée, alors f est constante.

3. En déduire que si R = +00 et s'il existe un polyndéme P tel que Vz € C, |f(z)| < |P(2)], alors f est
un polynoéme de degré inférieur ou égal au degré de P.

Partie 2 : Inverse d’une série entiere

Soit > a,z™ une série entiere de rayon de convergence R > 0 telle que ag = 1. Soit f(2) = > a, 2™ pour
|z] < R.
Soit 7 réel tel que 0 <r < R.

1. Quelle est la définition du rayon de convergence de la série entiere » a, 2" ?
K

n
2. Montrer qu’il existe K > 0 tel que pour tout entier n, |a,| < <—>
r
Soit by = 1 et pour tout n > 1,b,, = — > 1, arbp_p.
. 2K\"
3. Montrer que pour tout entier n, |b,| < ( — ] .
r

4. En déduire que la série entiere >~ b, 2" a un rayon de convergence strictement positif R'.
5. Soit R” = min(R, R’). On pose g(z) = Y b,2™ pour |z| < R".

Calculer f(2)g(z) pour |z| < R".

Partie 3 : Théoréme de d’Alembert-Gauss.

Soit P un polynoéme n’admettant aucune racine complexe.

1
1. Montrer que la fonction ¢ : z — m est bornée.
z
2. Montrer que ¢ est développable en série entiere au voisinage de 0.

3. Etudier plus précisément le rayon de convergence de ¢ et conclure...

Partie 4 : une autre preuve...

Soit P un polynéme non constant. Supposons par ’absurde que P n’admet aucune racine complexe.
Posons pour (r,t) € Ry x [0, 27],

27
o(r,t) = Plreit) et f(r) = ; o(r,t)dt.
06 06 . . 06 . 09
1. Calculer e et 5t et établir que i zra.

2. Démontrer que f est de classe C' et montrer que f’ = 0.

3. Evaluer la limite de f en 400 et conclure en calculant f(0).



