CcCP MP Un corrigé de Mathématiques 2 2017

Q1.

Q2.

Q3.
Q4.

Q5.

Q6.

Partie I - Un exemple de chaine de Markov

(Ao, Bp) forme un systéme complet d’événements de probabilités non nulles
La formule des probabilités totales nous donne :

1 1 1 1
P(Ar) = Py (A)P(Ap) + Py (A1)P(Bo) = 5 x 5 + 7 X 5
1 1 3 1
de méme : P(B1) = P_4,(B1)P(Ao) + Pg,(B1)P(By) = 3%5 + 173
3 5
P(.Al) = g et P(Bl) = g

Soit n € N. De méme qu’a la question précédente, avec la formule des probabilités totales utilisée avec le

systéme complet d’événements (A, B,) on a :
1 1
P(An—i-l) =Pa, (An+1)P(~An) + Pg, (An+1)P(Bn) = §P(~An) + ZP(Bn)
1 3

N —

ce qui s’écrit matriciellement : | pn11 = ppA avec A =

=~ W N —

=

A Taide de la calculatrice, | P(As) ~ 0,33 et P(B5) ~ 0,67‘
Soit k € N.
1

Si k=0, alors P(75) = P(Ay) = =

k-1
si k>0, alors T, = A N ﬂBi
i=0
En utilisant la formule des probabilités composées, on obtient :
k—1
P(Ti) = Pt g, (Ar) x IIP (By)
i=0 mz 1 B
On utilise I’énoncé :
« la particule au temps n + 1 dépend uniquement de son état au temps n »

1 k=1
On trouve alors P(7T;) = 3 (g) 1

L’événement recherché C :" la particule reste indéfiniment a 'état B " s'¢écrit (20 By. Clest la limite de la

suite décroissante des événements (Cn)n>o ot Cn = ﬂgzo B,. D’aprés le théoréme de la limite monotone

N
décroissante, P(C) = imN_ 100 P(Cn) = limn_y00 13- _ 0.

24N
Ainsi, P(C) = 0.
On peut aussi vérifier que P(C) = P(Q\ U,50Tn) =1 — SR P(T,) =1 —1 =0 d’aprés les résultats de la
question précédente.

On a xa = X2 — Tr(A)X + det(A) — X2_Zx+i:(x_1) <X_i>

Comme x4 est scindé a racines simples;

1

En prenant Q = <1 _12> € Mo(Z) on a bien A = Q diag <1, i) Q!

1/7



CcCP MP Un corrigé de Mathématiques 2 2017

Q7. | Les applications M +— QMQ~! et M ~ poM définies sur Mz (R) sont continues

car linéaire d’espace de départ Ma(R) qui est de dimension finie.

Q8. On rappelle que les notions topologiques (en particulier convergence d’une suite) sont indépendantes du choix
de la norme en dimension finie.

1
Par récurrence immédiate : A™ = Q diag (1, 4—n> Q! pour n €N
En utilisant la caractérisation de la limite d’une suite de matrices selon les suites des coefficients,
1
i 1,— | — diag(1l
on a diag < , 4n> N diag (1,0)

en utilisant la continuité de 'application M — QMQ ™!, on obtient

4

1
la convergence de la suite de matrices (A™),cn vers Q diag <1, —> Q!

avec la continuité de M — poM : | la suite des vecteurs lignes (i, )nen converge vers poQ diag (1,0) Q1

On a Qdiag (1,0) = <1 8) donc ppQdiag (1,0) = (1 O)

On trouve Q7! =

t(com Q)

1 1
3 det(Q)

1 2 - 1
(_1 1> en utilisant Q™+ =
1
donc ppQdiag (1,0) Q™! = 3 (1 2)

donc | le vecteur ligne obtenu comme limite est (1/3 2/3)

Partie II - Spectre d’une matrice stochastique

>_ar
j=1
1 ) 1
: n ;
Q9. On écrit A = (am’)Kijgn etonaA|l]| = Zai,j =1-]1] ainsi|1 est bien valeur propre de A
. 7j=1 .
1 ' 1
n
> _ang
j=1

Q10. On écrit x = {x; -+ x,) et on considére k € [1,p] tel que |xx| = [|z]|0o

n n n
Soit 7 € Hl,p]]. On a Zai,jxj < Zai7j|xj| < Zai7j|xk| = |l’k|
=1 j=1 j=1

comme c’est vrai pour tout 4, on conclut que ‘ |1AZ |00 < ||2loo ‘

Q11. Soit A € C est une valeur propre de A et x un vecteur colonne propre associé.
On a [[Az|jec = [A| - [|[Z]loc or [[#]loc > 0O
En utilisant la question précédente, on conclut que : [[A] < 1

Localisation des valeurs propres

Q12. Soit un vecteur colonne propre y = (y1,...,y,) de CP tel que Ay = Ay

1
comme y # 0, on peut prendre x = Wy de sorte que | ||zl =1 et Az = Az
Ylloo
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n
Q13. On a Az; = Zai,jazj
j=1

n n n n
done [X = ay;l = [(A = agi)zil = |D_aiws| <Y aiglag| <Y ai; = —aii+ Y ai;
j=1 j=1 j=1 j=1
i#i i i

On a démontré que : [ [A —a;;| <1 —a;;

)

Etude d’un exemple
Q14. On vérifie facilement que A est une matrice stochastique (signe des coefficients et sommes par ligne).
On considére A une valeur propre complexe de A
Q12 nous fournit 2 € C3 vecteur colonne tel que ||z|/oo = 1 et Az = Az
Q13 nous fournit ¢ € {1,2,3} tel que A —a;;| <1—a;;
donc A est dans la réunion des disques fermés de centres a; ;, de rayon 1 —a;; avec 1 < ¢ <p

‘le spectre de A est inclus dans la réunion de trois disques de centres : 1/2,1/6,1/3 et de rayons 1/2,5/6,2/3 ‘

Cas des matrices stochastiques strictement positives

Q16. Par 'absurde, on suppose que B’ n’est pas inversible alors 0 serait valeur propre de B'.
L’inégalité admise nous fournit ¢ € [1,p — 1] tel que |a;; — 1| <1 —a;; — aip
Comme A est strictement positive et stochastique, on a 0 < a;; < 1 pour tout 1 < j <p
donc 1 —a;; =lai; —1| <1—a;; —a;, dot 0 < a;, <0 ce qui est absurde

Ainsi| B’ est inversible‘

Q17. On suppose par l'absurde que dimKer(A —1,,) # 1
Comme 1 est valeur propre de A, on a dim Ker(A — I,) # 0,
On en déduit que dim Ker B = dim Ker(A —1,,) > 2
On en déduit que rgB < p — 2 car d’aprés le théoréme du rang rg B + dim KerB = p

donc les p — 1 premiéres colonnes de B ont un rang inférieur & p — 2

donc rg(B') <p—2

donc B’ n’est pas inversible ce qui n’est pas d’aprés la question précédente.
On en déduit que |dimKer(A —1,) =1

Partie III - Itérées d’une matrice stochastique

Un contre-exemple

18. | La matrice B de s dans la base canonique de R? est B = 01
Q d 10

: - : 2 2n+1
Q19. Les suites extraites de matrices (B n)nEN et (B " )nEN
elles convergent dans Mo (R) de limites respectives I et B or Is # B

sont constantes;

on en déduit que la suite matricielle (B"),en diverge dans Ms(R)
alors que B est stochastique mais non strictement positive

La Proposition 2 ne reste pas vraie en général si la matrice stochastique n’est pas strictement positive

Pour p > 2, il suffit de prendre comme contre-exemple : diag(B, 1,...,1)

Reésultat préliminaire
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Q20.

Q21.

Q22.

Comme N est nilpotente, N admet 0 comme unique valeur propre.

Donc le polynéme caractéristique (scindé dans C[X]) est yn = XP

En appliquant Cayley-Hamilton, on a

n> _nn—1) - (n—k+1)

k k!
Si k > 1, le numérateur étant un produit de k facteurs tous équivalent & n ;

Pourn}k,ona<

k) nostoo k!

donc si A # 0, par croissance comparée car 0 < |\ <1 :

(B

on en déduit (valable méme si A = 0) que <n> Ak o0

k n—-+4oo

k
on en déduit que <n> | facilement vérifiable pour k = 0.

n
Pour n > p,ona: (A, + N)" = Z <Z> AFNF d’aprés Newton car AL, et N commutent
k=0

p—1
d’aprés la question 18, on a (AL, + N)" = Z(Z) AV TRNE
k=0
pour tout k € [0,p — 1], la suite ((z) )\"_k)n>p converge vers 0 d’aprés la question 19

On en déduit par combinaison linéaires (& p termes) que

la suite de matrices ((AL, + N)"), _ converge vers la matrice nulle

Convergence d’une suite de matrice

Q23.

Soit A une matrice stochastique et strictement positive de M,,(R). On sait, d’aprés la Proposition 1, que
1 est valeurpropre simple de A. Si A1,..., A, sont les autres valeurs propres complexes de A, le théoréme de
trigonalisation forte assure que A est semblable sur C & une matrice diagonale par blocs du type

diag(1, \I,, + Ny,..., AL, +N;)

avec p1,...,pr des entiers et Nq,...,N, des matrices nilpotentes a coefficients complexes.

La proposition 1 nous fournissent r € N*| des complexes Ay, ..., A, distincts deux a deux et de 1, Nq,..., N,
des matrices nilpotentes a coefficients complexes et Q € GL,(C) tels que

A = Qdiag (1, \T,, +Nq,..., A\ I, +N,.)Q~*

donc A™ = Qdiag (1, (MLy, + N1)", ..., (AL, + N;)™) Q7! par récurrence immédiate

En utilisant Q22,

on obtient que pour i € [2,7], la suite de matrices blocs ((A1,, + Nl)n)neN convergent vers la matrice nulle
donc en utilisant la caractérisation par la limite par les coefficients

(diag (1, (MIp, +N1)™ . (AL, +N;)") ), o converge vers diag(1, 0aq,_, )

En utilisant la continuité de M — QMQ™! (comme en Q6 et QT7),

la suite (A™),cn converge

Partie IV - Probabilité invariante par une matrice stochastique
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Q24. Soit (ac(k)) keN = ((acgk), . ,wgk)))k N une suite de vecteurs stochastiques de R™ qui converge vers le vecteur
€

y = (y1,...,yn) € R™. Montrons que y est stochastique.
(k))

Pour tout i € [1,n], la suite de scalaire (z,

(%)

i

converge vers ;.

comme Vk € N, z;7/ > 0, on a y; > 0 par passage a la limite

n n

et comme Vk € N, Z:pim =1,ona Zyl = 1 par passage a la limite
i=1 1=1

ainsi y est un vecteur stochastique de R".

On a démontré par la caractérisation séquentielle que

I’ensemble des vecteurs propres stochastiques de R™ est une partie fermée de R"™

Convergence de la suite
Q25. Par récurrence immédiate, on a Vn € N, u, = puoA"
La suite (A™) converge vers une matrice L d’aprés Q21 et comme en Q7, Papplication M — poM est continue
ainsi comme en Q8, () converge une limite po = poli € RP.
Comme 'application linéaire x € RP — xA est continue par dimension finie au départ,
la suite (pnA)pen converge vers fiooA
et la suite extraite (fp41)neN converge vers fioo
de plus pour tout n € N, 41 = tnA,
d’ol fioo = oo par unicité de la limite

On a démontré que ‘ la suite (un)nen converge vers un vecteur pio, vérifiant pioo = oA

Q26. On écrit pA = (mf,...,my,) et A = (a; ;)

p
On a pour tout i € [1,p], m; = kaak,i > 0 par somme et produits de réels positifs car p est stochastique
k=1

P p P P P P
et Zm; = szka’fﬂ' = ka <Za’fﬂ'> = ka =1 car A et u sont stochastiques
i=1 k=1 i=1

i=1k=1 k=1

ainsi ‘ 1A est encore un vecteur stochastique ‘

Q27. On a g est un vecteur ligne stochastique (initialisation) et Vn € N, pp11 = ppA (hérédité)
Alors par récurrence immédiate, pour tout n, p, est un vecteur ligne stochastique.
La suite (uy,) converge vers [, de plus selon Q22, 'ensemble des vecteurs stochastiques est une partie fermée
donc p est un vecteur ligne stochastique de RP vérifiant poo = Ao selon Q25

On en déduit que ‘ lhoo €st une probabilité invariante par A‘

Unicité de la probabilité invariante

Q28. Comme pu € RP un vecteur ligne stochastique, on a
1 est une probabilité invariante de A si et seulement si pA = u
ce qui équivaut a {uA) = Y par bijectivité de la transposition
ce qui est équivalent a 1- = Aty

1 est une probabilité invariante pour A, si et seulement si le vecteur colonne Y est

Y4 étant non nul, on a : ' .
un vecteur colonne propre de ‘A associé & la valeur propre 1

Q29. En utilisant deux fois le théoréme du rang, I’'égalité du rang d’une matrice et de sa transposée et la question
Q15,0n a :

dimKer (‘A —1,) =p—rg((A—-1,)) =p—rg(A—1,) =dimKer (A —1,) =1

Ce qui justifie : |dim Ker (tA — Ip) =1
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/
p

alors u et {(y/) sont des vecteurs colonnes propres de ‘A associés a la valeurs propre 1

Q30 On suppose A admet p = (my,...,mp) et p’ = (mf,...,m}) comme probabilit¢ invariante

comme dim E; (tA) = dim Ker (tA — Ip) =1, les vecteurs u et f(u’) sont colinéaires

ce qui nous fournit A € R, tel que A% = (') car p est non nul car la somme des ses coefficients vaut 1

d'ott A\p = ' et ainsi (Amy, ..., Amy) = (m],...,my)

P P
de plus comme p et ' sont des vecteurs lignes stochastiques, on a 1 = ng = )\Zmi =\
i=1 i=1
donc p = i/

On vient d’établir 'unicité et 'existence a été établie en Q25

On en déduit que ‘A admet une unique probabilité invariante ‘

Partie V - Informatique : calcul effectif de la probabilité invariante d’une
matrice stochastique strictement positive

Q31. ‘Les valeurs respectives renvoyées lorsque 'on exécute len(A), A[1] et A[2] [1] sont 4 ; [4, 5, 6] et 8‘
Q32. Une fonction difference :

def difference(x,y):
res = []
p=len(x)
for i in range(p):
res.append(x[i]-y[i])
return res

Q33. Une fonction norme :

def norme(x):
m=abs (x[0])
p=len(x)
for i in range(1,p):
if abs(x[i])>m:
m=abs (x[1])
return m

Q34. Une fonction itere :

def itere(x,A):

p=len(x)

res=[]

for j in range(p):
coef=0
for i in range(p):

coef+=x[i]*A[i] [j]

res.append(coef)

return res

Q35. Une fonction probalnvariante :

def probalnvariante(A,eps):
p=len(A)
u=[1/p for i in range(p)]
v=itere(u,A)
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while norme(difference(v,u))>eps:
u=list(v)# on fait une copie de liste
v=itere(v,A)

return v
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