DEVOIR SURVEILLE 7

Mercredi 27 février 2019

L’usage des calculatrices est autorisé

Notations

e Dans tout le sujet, K désigne les corps R ou C, p désigne un entier supérieur ou égale a 2.
e On note M, (K) le K-espace vectoriel des matrices carrées de taille p & coefficients dans K.
e On note I, la matrice unité de M, (K).

o Six=(x1,...,2p) est un vecteur de K?, on note ||z|/» sa norme « infinie » définie par :
[#]|oo = max{|z| | i€ [1p]}-
e On dit que z est un vecteur stochastique si ses coordonnées sont positives ou nulles et leur somme vaut 1 :

P
Vi e [1,p], z; =0 et inzl.
i=1

e Une matrice A = (a;,;) de Mp(R) est dite stochastique si ses coefficients sont positifs ou nuls et si la somme
des coefficients de chacune des ses lignes vaut 1, c’est a dire si :

p
V(’L,]) € II]-?p]]Q’ ai,j > 0 et Vie [[17p]]7 Zai,j =1

Jj=1

e Une matrice A est dite strictement positive si tous ses coefficients sont strictement positifs. On note alors A > 0.

e Siby,bo,..., b, sont des nombres complexes (respectivement des matrices carrées), on note diag(by,bo, ..., bx)
la matrice diagonale (respectivement diagonale par blocs) dont les coefficients diagonaux (respectivement dia-
gonaux par blocs) sont by, ba, ..., by.

Objectifs

Le sujet est constitué d’un seul probléme qui traite de matrices stochastiques dans un contexte probabiliste de chaine
de Markov (partie I). On étudie le spectre d’une matrice stochastique A (partie II) et la suite des itérés de A (partie
IIT). On introduit aussi la notion de probabilité invariante de A (partie IV), suivie de son calcul effectif par ordinateur
(partie V).

La partie I est indépendante des autres parties. La partie IV utilise les deux résultats démontrés dans les parties II et

ITI. La partie V est une partie informatique liée a la partie IV, mais qui peut étre traitée de manieére indépendante.



Partie I - Un exemple de chaine de Markov

Une particule possede deux états possibles A et B et peut passer de son état a I'état A ou B de fagon aléatoire. On

consideére un espace probabilisé (Q, F, P) sur lequel on définit pour tout n € N les événements :

e A, : «alinstant n, la particule est a I’état A »

e 3, : « a linstant n, la particulier est a ’état B ».

On suppose alors que pour tout n € N :

e si au temps n la particule est dans I'état A, au temps n + 1 elle passe a 1’état B avec une probabilité

e si au temps n la particule est dans I’état B, au temps n + 1 elle passe a ’état A avec une probabilité

On suppose que P(Ag) = P(By)
Q1.

=N | =

_ 1
=5
Déterminer en justifiant la probabilités P(A;1) et P(By).

On pose u, = (P(A,), P(B,)) le vecteur ligne de R2.

Q2.

Q3.
Q4.

Q5.
Q6.

Qr.
Qs.

Justifier consciencieusement la relation matricielle suivante :

1 1

2 2
VneN, ppy1 = ppA avec A =

1 3

4 4

En déduire, a I’aide de la calculatrice, la valeur du vecteur pus (on demande les résultats arrondis au centieme).

Temps de premier accés a ’état A :
On note I’événement 7, : « la particule est dans 1’état A pour la premiere fois au temps n ».
Déterminer P(77), puis P(7;) pour tout entier k > 2

Déterminer la probabilité que la particule reste indéfiniment a I’état B.

Justifier que A est diagonalisable, puis donner, sans détailler les calculs, une matrice @) inversible & coefficients

entiers telle que
1
A = (Q diag (17 1) QL
Justifier que les applications M — QMQ~! et M +— pgM définies sur Mo (R) sont continues.

En déduire la convergence de la suite de matrices (A™)nen, puis la suite des vecteurs lignes (i )nen. Préciser

les coefficients du vecteur ligne obtenu comme limite.

Cet exemple est un cas particulier de I’évolution d’un systeme telle que son état a 'instant n+ 1 ne dépend que de son

état a l'instant n et pas des précédents. On dit alors que cette évolution est une chaine de Markov. Plus généralement

si une chaine de Markov prend ses valeurs dans [1, p], les probabilités de retrouver le systéme dans un état possible

ne dépend que des probabilités des états du systéme a l'instant n = 0 et d’une matrice stochastique A de M, (R).

Plus précisément, I’étude du comportement du systeme lorsque n est grand, se ramene alors a ’étude de la convergence

de la suite (pn)nen vérifiant la relation de récurrence pi,+1 = pnA. Cela conduit a I’étude de la suite de matrices

(A™)pen. Clest lobjet des parties suivantes.



Partie II - Spectre d’une matrice stochastique

Soit A une matrice stochastique de M, (R).

Q9. Justifier que 1 est valeur propre de A (on pourra considérer le vecteur colonne de R? dont toutes les coordonnées

valent 1).
Q10. Soit = un vecteur colonne de CP. Démontrer que ||Az| oo < ||2||0o-

Q11. En déduire que si A € C est une valeur propre de A, on a |A\| < 1.

Localisation des valeurs propres

Soit A une valeur propre de A.
Q12. Justifier existence d’un vecteur colonne x = (z1,...,x,) de CP tel que ||z]|o =1 et Az = Az.

Q13. Soit ig € [1,p] tel que |z;,| = 1. Démontrer que :
|)‘ - aioﬂb' <1- Qi i+

Etude d’un exemple

Q14. Dans cette question uniquement, on prend :

111
2 4 4
a=| L 14
6 6 6
Ll
3 3 3

Déduire de la question précédente que les valeurs propres de A sont contenues dans la réunion de trois disques,

que 'on représentera en précisant leurs centres et leurs rayons.
On constate en particulier que 1 est la seule valeur propre de A de module 1. On admettra, dans la suite du probléme,
que cette propriété reste vraie pour toute matrice stochastique strictement positive.
Cas des matrices stochastiques strictement positives

Q15. On suppose en plus pour cette question et la question suivante que la matrice A est strictement positive. On
pose B = A—1I,, et on note B’ la matrice de M,_1(R) obtenue en supprimant la derniére colonne et la derniére
ligne de B.
Soit A € C une valeur propre de B’.

En adaptant la démonstration de la question Q13, montrer qu’il existe un entier de iy € [1,p — 1] tel que :

|)‘ - (aio,io - 1)' <1- Qig,ig — Qig,p-
Q16. Déduire de cette inégalité que B’ est inversible.

Q17. En déduire que dimKer(A — I,) = 1.

On admet sans démonstration que 1 est racine simple du polynéme caractéristique de A. On dit alors que 1 est une

valeur propre de simple de A. Nous pouvons résumer les résultats de cette partie par la Proposition 1 ci-dessous.

Proposition 1. Soit A une matrice stochastique de My(R) strictement positive. Alors 1 est valeur propre simple et

les autres valeurs propres ont un module strictement inférieur a 1.



Partie III - Itérées d’'une matrice stochastique

On démontre dans cette partie la proposition suivante :

Proposition 2. Pour toute matrice A € M,(R), stochastique et strictement positive, la suite (A" )nen converge dans

M, (R).

Un contre-exemple

Q18. On consideére s la symétrie orthogonale de R? par rapport & la droite d’équation y = 2. Donner, sans justification,
la matrice B de s dans la base canonique de R2.

Q19. La Proposition 2 reste-t-elle vraie si la matrice stochastique n’est pas strictement positive ?

Résultat préliminaire

Soit A un nombre complexe avec |A| < 1 et N une matrice nilpotente de M,(C).

Q20. Démontrer que N? = 0.
k

R En déduire la limite lorsque n

Q21. Soit k € N. Justifier que pour n au voisinage de 400, (n

k) est équivalent a

tend vers +oo de (Z) Ak,
Q22. En déduire que la suite de matrices ((Al, + N)"), . converge vers la matrice nulle.

Convergence d’une suite de matrice

Q23. En rappelant le théoreme de trigonalisation forte d’une matrice de M, (C), et la Proposition 1., déduire des

questions précédente que la suite (A™),cn converge.
Partie IV - Probabilité invariante par une matrice stochastique

Définition. Soit A € M,(R) une matrice stochastique. On dit que A admet une probabilité invariante s’il existe un

vecteur ligne stochastique p € RP tel que pA = p (on dit alors que p est une probabilité invariante de A).
Le but de cette partie est de démontrer la Proposition 3 ci-dessous.

Proposition 3. Soit A € M, (R) une matrice stochastique strictement positive et 1o € RP un vecteur ligne stochastique.
On note (i )nen la suite de vecteur ligne de RP définie par la relation de pi,+1 = pnA. Alors, la suite (i )nen converge
vers un vecteur stochastique pioo VETIflant oo = fooA. De plus, le vecteur pio, est lunique probabilité invariante par A
(il ne dépend donc pas du choix de py).

Q24. Démontrer que I'ensemble S des vecteurs stochastiques de R™ est une partie compacte de R™.

Soient A € M,(R) une matrice stochastique strictement positive et (i, )nen la suite définie ci-dessus.
Convergence de la suite

Q25. Démontrer que la suite (f,)nen converge vers un vecteur fio, vérifiant fioo = oo A.

Q26. Soit p = (mq,...,my) un vecteur ligne stochastique. Démontrer que A est encore un vecteur stochastique.
Q27. En déduire que s est une probabilité invariante par A.

Unicité de la probabilité invariante

Q28. Lien avec le spectre de la transposée de A : soit p € RP un vecteur ligne stochastique. Justifier que p est une
probabilité invariante pour A, si et seulement si le vecteur colonne i est un vecteur propre de A associé a la
valeur propre 1.

Q29. Justifier, en utilisant la question Q17, que dim Ker (‘A —I,,) = 1.

Q30. En déduire que A admet une unique probabilité invariante.



Partie V - Informatique : calcul effectif de la probabilité invariante
d’une matrice stochastique strictement positive

Si A est une matrice stochastique strictement positive, on a établi dans la partie précédente la convergence de la suite
(4n)nen associée a la matrice A. Ceci fournit un algorithme de calcul de la probabilité invariante par A. On en propose

une implémentation en langage Python. On sera tres attentif a la rédaction et notamment a I’indentation du code.

Un vecteur = de RP sera représenté en Python par une liste de flottants. Par exemple, le vecteur x = (1,2,3) de R?
sera représenté par la liste [1,2,3]. De méme, une matrice A sera représentée par une liste dont les éléments sont les

1 2
lignes de la matrice. Par exemple, la matrice A = (4 5 6> sera représentée par la liste [[1,2,3],[4,5,6]].
Q31. On exécute le script suivant A=[[1,2,3],[4,5,6]1,[7,8,9]1,[10,11,12]] qui représente la matrice
1 2 3
4 5 6
A=
7 8 9
10 11 12

Donner les valeurs renvoyées lorsque ’on exécute len(A), A[1] et A[2] [1].
Q32. Ecrire une fonction difference qui prend en arguments deux vecteurs z et y de méme taille et renvoie le
vecteur & — y. Par exemple si ¢ = (5,2) et y = (3,7), difference(x,y) renverra [2,-5].

Q33. Ecrire une fonction norme qui prend en argument un vecteur z = (z1,...,%,) et renvoie sa norme infinie
|z]| o = max{|z;| | ¢ € [1,p]} (on pourra utiliser librement la fonction abs qui renvoie la valeur absolue d’un

nombre, mais on s’interdit 1'utilisation de la fonction max déja implémentée dans Python).

Q33. Ecrire une fonction itere qui prend en arguments un vecteur ligne z et une matrice carrée de méme taille que
1 2
x et qui renvoie le vecteur zA. Par exemple si x = (1,1) et A = <4 5>, onaxzA=(57) et donc itere(x,A)

renverra [5,7].

Q34. On a vu, dans la Partie IV, que si A est une matrice strictement positive, la suite de vecteurs lignes de R
associée (un)nen définie par la relation : Vn € N, p,4+1 = pn A convergeait vers un vecteur pi, indépendant du
choix de pg vecteur stochastique.

Ecrire une fonction probaInvariante qui prend en arguments une matrice stochastique strictement positive A

11 1
de M,(R) et un réel € > 0 et qui renvoie le premier terme py de la suite (pn)nen avec po = <7, ey 7) tel
pp p
que ||pr — pk—1|loo < €. On ne demandera pas a l'algorithme de vérifier que la matrice passée en argument est
bien stochastique et strictement positive.

1 1
2 2
Par exemple, si A = et e =1076,
1 3
4 4

probalnvariante (A,eps) renverra [0.33333396911621094, 0.6666660308837891].

FIN



