Une correction

Exercice 2

1

(p+q+1)20te
convergente si et seulement si la série des sommes en diagonale est convergente.

1 1 n+1
Onpose S =D ptqmn G = Lpra=n T 1yan — (n g )an 2rte=n ' = Gy Dyan

La famille ( > est composée de termes positifs. La série double est donc (absolument)

—n

Or la série 527" est convergente car géométrique de raison 1/2 de module strictement inférieur & 1.

Donc la série double est convergente est de somme

S=3r%2 =2

Exercice 3

1. La fonction f : ¢ — est continue sur [0, 400/
1
¥2

1
1+ 4t222

Au voisinage de l'infini, comme = > 0,0 < |f(¢)| = O(=) (utiliser le O() plutdt que ~ ot il faudrait

~

1
conserver ——— ).

4222
+oo
Par critére de Riemann (2 > 1), / i) est une intégrale convergente.
1
Par théoreme de comparaison d’intégrales de fonctions positives, f est intégrable au voisinage de
+0o0o
Finalement, 'intégrale I(z) étudiée est absolument convergente, donc convergente.
P
Aprés changement de variables C! bijectif, on trouve | I(x) = o
T
2. P €10, +o0f— ——
. Posons u,, : x €]0, +o0[—» ———.
" 1+ 4n222
; _ 2
Soit z # 0. Alors 0 < |uy,(2)] < TR O(1/n?).

Par critére de Riemann pour les série numériques (2 > 1), la série numérique 3 1/n? est convergente.
Donc par théoreme de comparaison des séries a termes positifs, > | fn(x)| est une série numérique
absolument convergente, donc convergente.

Donc | F' est définie sur R* | et Y u, est une série de fonctions qui converge simplement vers F' sur

R*.

De plus, R* est un ensemble symétrique par rapport a 0 et pour x € R*, u,(—x) = wu,(x), donc
T un(—2) = 32025 un(z) et F(—z) = F(x) pour tout x € R*.

| F' est donc une fonction paire |

3. e On applique le théoreme de dérivation des sommes de séries de fonctions.

1
5 pour n dans N* et z dans R, on a
x

En notant un(x) = ]_—}-T
n



8 2
up € CH(R) avec ul,(z) = —ﬁ pour tout (n,z) dans N* x R.
n?gx
8n?x

(4n?22)? T 2n2gd

Pour 0 < a <betz € [a,b] ona |u,(z)| < donc [|uy, || o fa,b) < et, avec

2n2 a3
la convergence de la série numérique E —, la série de fonctions } | u}, est normalement convergente
n

sur le segment [a,b]. Ainsi, avec le théoréme sus-nommé, F est de classe C! sur le segment [a, b]

avec F'(x) 3 s our tout z dans [a, b]
v ==y — .
— (1+4n?2?)? P ’
e Avec R = L{K [g, x + 1] et la parité de F, on en déduit
TERY
FECl(R*)etF’(x)——io:% our tout = # 0
&= (1 +4n222)2 P '

4. Pour z > 0, la fonction m(z,-) étant continue et décroissante sur Ry on a, pour tout n dans N*,

1 n n
TrIEE m(z,n) x 1= /nlm(a:,n)dt < /nl m(w,t)dt,
rest-a-di . 1 " dt
c’est-a-dire | Vx > 0, Vn € N*, 1+4n2$2</n_11+4x2t2

Cette majoration est classique et permet de retrouver le théoréme de comparaison séries-intégrales.

Alors, pour tout N dans N* avec la relation de Chasles pour les intégrales, on a

i 1 <§:/" dt _/N dt
1—i—4n2:102\n:1 o L+4x2t2 ) 144222

n=1

dt
1+ 41¢2 22
dt
1441222

—+o0
Avec la convergence de 'intégrale / et la convergence de la série dont F’ est la somme,
0

+oo
on obtient |Vz > 0, F(z) < /
0

1 n+1 dt
5. Avec ————5— > —_— tout n dans N, on obtient
vec 1+4n2 1:2 //n 1+4x2 t2 pour tout n dans , On optien
n:11—|—4n2$2/n:1 i 1—|—4x2t2_ 1 1+ 4222

s, F( )>/+°° dt /+°° dt /1 dt
uls xX) = R ————— -
P, L 114222 ), 144222 ), 1+422¢2

1 1
dt
et, avec / 53 S / dt = 1, on obtient finalement
o 1+422¢t2 0
+oo
dt
Ve >0, F(z) > ——
z>0, F(z) /0 1+422¢2

6. e Avec le résultat obtenu en question 1, on a donc
™ ™ 4z  F(x)
Ve>0, — —1<Fz)< —,ie 1— 2 <7 <1
* 4z = (x)\élx e T ow/dr

F(x) T

=1, c’est-a dire | F\(x) ~,_,0+ 1z

)

ce qui donne par encadrement lim
a—0+ /4

e Avec 0 < F(z) < l, par encadrement on a | lim F(z)=0].

4 r—+00
sin(t) . .
7. On pose p(z,t) = et bow tout (x,t) dans RY x RY.
2wt _



10.

11.

. Pour @ > 0, l'application [t — sin(t)e

Pour tout = > 0, p(z,-) est continue sur R* et avec sin(t) ~;o t et [2%t — 1] ~y 40 22t On a
1

lim p(z,t) = —, donc en posant p(x,0) = —, la fonction p(z,-) est continue sur R,.

t—0+ 2x 2x

Avec
1 1 1
‘p(x’t)‘geth_l’ €2xt—1 t72)7

les résultats connus sur les intégrales de Riemann et les théorémes relatifs aux comparaisons

2115’ ef2zt

~tostoo € =400 O

pour les intégrales, p(z,-) est intégrable sur Ry donc Uintégrale définissant G est convergente et
‘ G est définie sur R7

. Pour tout x > 0, p(x,-) est continue (par morceaux) sur R et pour tout ¢ dans R*, p(-,t) est

continue sur RY .

Pour tout segment [a, b] inclus dans R* (0 < a < b) et tout (z,t) dans [a,b] x RY, avec sin(t) < t,
on a p(z,t) < p(t) avec p(t) = Zai 1
ici, majorer sin(t) par 1 ne marche pas...!

Avec tl_i>1(r)1+ p(t) = i et o(t) =t5to00 O(tlz) (comme ci-dessus), la fonction ¢ est continue et
intégrable sur R, donc aussi sur R, et le théoréme de continuité des intégrales dépendant d’un

parametre (dans sa version locale) donne

‘ G est continue sur R’} ‘ .

~!] est continue sur Ry et avec sin(t)e *! < e ! et

1
e li= o O(t—z) (puisque a > 0), on a 'intégrabilité donc la convergence de 'intégrale.

Comme sin(t) est la partie imaginaire de e’ ¥, cette intégrale est la partie imaginaire de | O+OO el—att g

En notant a = (—a +1) # 0, pour tout z > 0 on a

x 1 x az _ 1
/ eatdt:f/ e“tdtzei.
0 a Jo a

Avec 2% = e~ %% 6l% gn g %% =% donc lim €% =0 et
T—+00
too 1 1 a+i
e dt:—7:7:27
0 a oa—1t o*+1
+oo 1
et finalement / sin(t) e*‘”dt:? .
0 a®+1

Pour tout z > 0 et tout ¢t >0 ona —2xt > 0 donc e”2%? €]0, 1], donc avec la série géométrique :
1 ) [e'e]
V>0, VteR}, ——— = e~ 2ztn — e—2nat

o0
-, on obtient p(x,t) = e 27! sin(t) Y- e 2", Clest-a-dire

Avec p(z,t) = e 27t gin(t) ———
wee ple. 1) O >

sin(t)

— S —2nxt
V$>O, Vt>0, m—nglsln(t)e z

(Il s’agit ici d’utiliser ici un des deux théorémes qui permettent d’intervertir la sommation discréte et
lintégrale ; on pourrait utiliser le théoréme de convergence dominée avec la suite des somme partielles
d’autant que la majoration brutale sin(t) < 1 ne permet pas d’utiliser celui de Beppo-Levi; mais la mise en
ceuvre du premier théoreme est assez lourde et heureusement, la majoration plus subtile sint < t va nous
permettre d’utiliser le deuxiéme)

En posant f,(t) = sin(t)e 2" %! pour tout n dans N* et ¢ dans R, on a f,, continue sur R, et

avec f,,(t) <te 27! une intégration par parties donne pour tout y dans R,

Y Y t672nzt Yy 1 Yy
/ fn(t) dt < / te*2nmtdt = |:— :| + / ef2nrt dt
0 0 2nx 1, 2nz Jq

Yy —2nzxzy 1
/ falt)dt < =2
0

e N [
2nx (2nz)?

—2nzt]y
0"



+00 1
i —2nzy _ i = € —
Avec ylﬂlme 0 on obtient Ny(f,) A fa < iz

convergente, le théoréme d’intégration terme & terme donne (sur l'intervalle RT =]0,+o0| pour

1 . 1
X 3 Comme la série ) a2 ot

garder le développement avec la série géométrique) I'interversion et on a (avec la continuité de f,
sur Ry = [0, 4+00[)

o o0
/ p(xv) - E / sm(t) e_z"‘”dt = E / Sin(l) e—2nztdt.
10,4+00( 10,4+00] = Jio,+0

n=1
Avec le résultat obtenu dans la question précédente, on obtient finalement

V2 >0,G() = 3 —
z >0, -
z vlz;ll+

in2z? F(z)

Exercice 4

+oo ,—z.t2

Pour tout réel z € [0, +oo[ on pose F(x) = / Sl 5 dt.
, I+t

—a.t?

. : € . N
1. Fixons > 0 : dans ce cas la fonction ¢ — 1 est continue sur [0, +oco[. seul se pose un probleme

iz
—ax.t?

[ gi

1+ " 1+¢2

Montrons que F’ est continue sur [0, +-o0/:

—z.t?

d’intégrabilité en +o00,0r 0 < donc F(z) existe.

considérons I’application g : (z,t) —

1412
—x.t?

*Va € [0, 4o00[, t — ﬁ est CO, sur [0, +oo[

—x.t?

e
*Vt e [0,4o00f,x — TP

est CO sur [0, +o0]

—x.t?

* hypothese de domination: V(z,t) € [0, +00[%[0, +-o0], ¢

Te <—— qui est intégrable sur [0, +o0]

1442

Ainsi F est continue sur [0, +-00[

2. Dérivabilité de F' : considérons deux réels a, b tels que 0 < a < b

I’application g admet une dérivée partielle par rapport  z en tout point de [a, b] X [0, +c0] g—i(a?, t) = ﬂ—tée’z‘#
2 —ax.t?
*Vz € [a,b], t — _1e+—t2 est C¥ sur [0, +00]
2 —x.t?
*Yt € [0,4o00], z — —Trg CO sur [a, b]
{2g—wt? 2 ) )
* hypothese de domination: V(z,t) € [a, b] x [0, 400, R Sme*‘” <e~ qui est intégrable sur

[0, +o0]
Ainsi F est de classe C? sur [a, b] et

, oo 2 e—m.tz
F = - t —— dt.
(@) /0 1+

F est donc de classe C! sur |0, +0o[

3. Appliquons le théoreme de convergence dominée , on considere pour cela une suite quelconque z,, qui tend

7zn.t2
vers +00, on pose f,(t) = H—tZet on utilise la domination | f, (¢)| < ﬁ qui est une fonction intégrable sur
[0, +00]. la suite de fonctions f,, converge simplement vers la fonction nulle sur [0, +oco[ donc
lim F(z,)= lim / gn(t)dt = / lim g,(t)dt =0

puis on concliit grice a la définition séquentielle de la limite d’une fonction en +oo et donc lim, o F(z) = 0.

Remarquons de plus que F'(0) = 0+°° #dt = [arctanz]i™ = 2
x 0 +00
Fla) [l | -

Flo) [\ ]0

00 2\ n—z.t? 00
F(x) - F'(z) :/ Qi)e? dt:/ ey
0 0

4. On remarque que

1+4¢2



or le changement de variable v = /zt fournit

* —z.t? 1 /OO —u? I
e dt = — e Wdt = —
/0 vz Jo Vo

ainsi F' est solution de I’équation différentielle linéaire du premier ordre

(a) posons G(z) = e *F(x) : la fonction G est continue sur [0, +o0] et dérivable sur ]0, 4+o00]

o 1 -

De plus
. i
Vo >0,G'(x) = —e *F(z) + e " F'(x) = —e " —=

8

La fonction ¢ — "—\; est intégrable sur |0, z] car elle est continue sur |0, z] eten 0 on a

et 1
VAR
avec 1/2 < 1.
On integre I'égalité¢ G’ (x) =

/: —e_t%dt = /: G'(t)dt = G(z) — G(e)

E_I% entre € et x

puis pour e — 0

T et ™
1 “at-Ga)-T
| a3
(b) posons t = u? soit u = v/t et dt = 2udu

VT, —u? VT
G(x):—l/o eu 2udu+g:—21/0 e " du—&—g
or G(z) = e *F(x) =4 400 0 donc

T—00 T—00 2

JE
0= lim G(z) = lim 721/ e du + g = 924 T
0

On en déduit I’égalité

= VT
2



Exercice 5

1. Soit x €] — 1,1[. On a lim,, 4o 2™ =1, donc 1 — 2™ ~ 1.

n—-+oo
* |anfl7 | n . n
Alors Vn e N*, ——  ~ |a,2"| > 0, or le rayon de convergence de la série anx™ est 1
n ’ n>1 ’
— " n—+oo =
.,L.TL
donc la série ) a,x™ cva et par comparaison, la série | >, 5 ——— T OVt

2. e Tout revient & montrer que (I,,)nen+ forment une partition de A.
Chaque I,, C A, donc | J,en- In C A.
Soit (k,p) € A, comme (k,p) € Irp C Unen+ In, alors U, en- In = A.
Si on suppose que 3(k,p) € I, () Im, alors kp = n = m, donc I,, = I,,, donc (I, )nen+ forment une
partition de A.

La famille (un,p)(n,p)ca est sommable, par le théoréme de sommation par paquets on a :

Z (Z Un,p) = io io U p

n=1 n=1 (k,p)eln
e Soit €] — 1,1[ et n € N*, la série 3 ~; a,2"? converge absolument et Z 1lan||z|™ =
n n
lan| —F——— i et la série |an| i converge par Q1, donc la famille donnée est sommable,

1—[z[" — |=["
en apphquant ce qui précede a u, p = ap, ™ :

Z p N anz"? = Zn 1 Z ,p)er apxhP.
Or Zn:l Z(k’,p)el akxkp = n:l x” Z(k,p)eln ak = Z:g z" Zd/n ad = Z:g bpa™.

Et on a S5 ;'O? anz™ =SS a, [ Serie géométrique.
-z
Donc S/ a T e bz
ZnZI n]. n Zn:l n

3. Ici ap, =1, donc le by, de la question précédente est by, =3 4/, 1 = d,, par application du résultat

de la question précédente on a :
F@) = SES e = SN da”

4. Ici Vn € N*, q, = go(n) = Card{k € [1,n] / kAn =1}. Donc ¥Vn € N*, 1< a, <mn, par
comparaison le rayon de la série > a,z™ est 1.
On a les diviseurs de 12 sont 1,2,3,4,6 et 12, or p(1) =1, p(2) =1, ¢(3) =2, p(4) =2, p(6) =2
et ©(12) = 4 I'égalité est donc vraie pour n = 12.

Soit = €] — 1,1[. Par application de la question 7), 32, ¢(n ) = 312 bya, avec ici by, =

o(d) =n, alors "1 o(n R o by nx™

d/n n=1 1—gn n 1

Or Ve €] —1, 1[, =329 2™, en dérivant on obtient ;% na™ ﬁ
-z

z" T

Alors |Vz €] — 1,1], 342 ¢(n )1—x” T -2

c’est ce qui est demandée.

5. OnaVre[0,1], —In(1+=x) = :::?L(—l)"i'
n
1"
1 est dans l’adhérence de [0, 1[, pour tout n € N*, limgﬁ\l_(—l)”x— = u € R, pour z € [0, 1]
n n
la série Zn>1(—l)”x— est une série alternée qui vérifie lim,,_, 4o L Z 0 et la suite (x—) est
= n n n

n
décroissante, alors par CSSA :



n zF xtl 1 . 1
Vn € N¥ Zki‘;ﬂ(—l)k? < —— < T Ot limy, s 4 oo i 0, la convergence de la
série de fonctions Zn>1(—1)”x— est uniforme, le théoreme de la double limite s’applique et on a
= n
—1)n
—In2=%/> (=1) :
n

. Soit @ €]0,1[. On a Vz € [—a,a],Vn e N* 0 <1 —a" <1—2z", donc :

Lkl ak-1
Vz € |[—a,al,Vk € N* |(—1 < .
=a,d], (=1 1—aF| = 1—ak
ak-1 ak-1
Or la série Y "~y Tk converge car Tk s akF~1 et la série > a1 converge, la convergence
= —a —a —+o0

k—1
x
de Zk>1(—1)k17k est donc uniforme sur [—a, al.
= -z

=t =1 st k=1
1—zk 1 0 si k#1
le théoréme de la double limite s’applique et on a :

De plus lim,_o(—1)*

+oo n—
TGO, S (-t N

=0 20 £~ 1—2zn
Un équivalent de f(z) quand = — 0 est —z.
On a f(0) = 0, donc f;a:) = f(xaz : (J;(O), alors f/(0) = —1 = a1 c’est ce qu'on a trouver a la
question 6).
. Toujours a, = (—1)" et f(z) = :;Ol(q)nfj;n
1—x) L

Done (1 - ) () = 225 (~1yran 1 2 s e

Soit Vn € N gn(z) = (=1 o T
le 1 est dans I’adhérence de [0, 1],

Vn e N*| lim,_, - gn(x) = (_le)n7

Soient x € [0,1[ et k € [0,(n —1)],ona 2"t <azk:
Donc nz" ' <1+z+ 22+ ... +2" 1,

1+x+224...+2n 1

Alors Vz €]0,1[;Vn € N*; |gn(z)| <
1
l+z+22+ ... +an !
elles sont positives, donc la suite (|g,(x)|)nen+ est décroissante comme elle est positive et tend vers

1
) : . +oo < <
0, le CSSA s’applique et on a Vn € Ny [S°0% ) gi(2)] < |gn1(z)] < i e

Alors la série de fonctions ), ~; g» converge uniformément sur 10, 1], le théoréme de la double limite

Soit = €]0,1[. Les deux suites (2" 1),en et ( ) sont décroissantes et
neN*

s’applique et on a;
_ +u>(_l)n

lim, ;- (1 —2)f(z) = S5 lim, - ga(z) = 3505 = In2 d’apres la question 10).
—1In2
Alors (1 —z)f(x) Bintie In2, qui s’écrit f(x) i a jlx)



