DS 6 : UNE CORRECTION

Vendredi 26 janvier 2018

Exercice 1 : CCP 2003 MP

Soit E 'ensemble des fonctions continues sur le segment [—1,1] & valeurs réelles.

1. Tout réel § vérifie cos(nf) = Re ((cos O + isinf)") = Re <Z (Z) (cos 0)" " i* (sin 9)’“)
k=0
Or i* est réel quand k est pair et imaginaire pur sinon, ainsi

[n/2] [n/2]
cos(nf) = Z (2k> (cos 0)" =2k %k (sin )%k = Z (—1)* (2k> (cos )" (1 — (cos 9)*)F

k=0 k=0

[n/2]
Finalement, | le polynéme T = Z (—1)* (;) X" (1 — X2)* convient.
k=0

En effet, c’est un polyndme & coefficients réels vérifiant T'(cos §) = cos(nf) pour tout réel 4. Pour
tout k, le polynome X" 2F (1 — X2)* est degré n donc, par somme, T est de degré au plus n. Son

coefficient de degré n est S°0/2 (—1)F (5p) (=D)F = (n/2] (57.) qui est non nul (somme de termes

strictement positifs) donc T est bien de degré n.

Si P et @ sont deux polynémes réels de degré n vérifiant P(cos ) = Q(cos ) = cos(nd) pour tout
réel 6. Alors P — Q est un polynéme réel de degré au plus n admettant une infinité de racines
puisque tout réel s’écrivant cos(), i.e. tout réel de [—1;1], est un zéro de P — @. Le polynome
P — @ est donc le polynéme nul et on a bien P = Q.

| Le polynéme T est donc unique. |

2. Pour toute fonction h de E, Papplication 5 : t €] — 1;1[— h(t)/v/1 — t? est continue comme quo-
tient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas.
De plus, Papplication ¢t — h(t)/+/1+t est continue sur le segment fermé [0; 1] (comme quotient
de fonctions continues) donc elle y est bornée en valeur absolue. Soit M un de ses majorants. La
fonction continue H vérifie alors |3(t)| < M/+/1 —t or t — 1/4/1 —t est intégrable sur [0; 1] (c’est
une fonction de référence) donc f est intégrable sur [0; 1].
De la méme fagon, § est intégrable sur | — 1;0].

Finalement | ¢t €] — 1;1[— \/}% est intégrable sur | — 1;1].

3. Soit f et g dans F, alors f X g est aussi dans E car le produit de fonctions continues est une
fonction continue, donc < f, g > est bien défini. De plus, on a
e pour toute fonction f et g de E, < f,g >=< g, f > (symétrie) ;
e pour tout f de F, applications h € E —< f,h > est linéaire (par linéarité de l'intégrale) donc
h € E—<h,f > aussi par symétrie;
e pour tout f de F,ona < f,f >> 0 car t — f(¢)f(¢)/v1—t? est une fonction positive sur
] = 1;1] donc pour tout x positif, comme —x < x, l'intégrale ffm F@®)F(t)/v/1 —1t2dt est positive
donc sa limite < f, f > aussi.
e Si f est dans E et vérifie < f,f >= 0 alors f est la fonction nulle (d’aprés le théoréme de
I'intégrale nulle d’une fonction positive et continue, on sait que f? est nulle).

Ainsi, on vient de vérifier les propriétés permettant d’affirmer que | <, > est un produit scalaire.




4. Soit n et m deux entiers naturels. Les fonctions T;, et T}, appartiennent bien & E. On a

x

dt

T T, > /1 cos(n arccost) cos(m arccost) dt = lim cos(n arccost) cos(m arccost)

-1 \/1—t2 z—=1- ) _, ‘/1—t2

Or pour tout z strictement positif, la fonction arccos est de classe C! sur [—z; 2] donc est un
changement de variables licite sur [—z; x]. De plus arccos’(t) = —1/+v/1 — t2. Ainsi, en faisant le
changement de variables , on obtient

= lim
=17 Jarccos(w)

<T,, Ty >= lim

cos(ns) cos(ms) ds
Tz—1—

rccos(—x)

2

Or les fonctions s +— cos((n + m)s) et s — cos((m — n)s) sont continues sur [0;7] intervalle
contenant [arccos(x);arccos(—z)], donc par linéarité de l'intégrale puis passage & la limite, on
s

1 1 (7
obtient < T),, T, >= 3 / cos((n +m)s)ds + 3 / cos((m —n)s)ds
0 0

</arccos(m) ) arCCOS(*f)COS((n —+ m)s) + COS((m _ ’]7,)8) ds

_ T Ongm,0+0m—n,0)
- 2

Ainsi, on a < T,,,T,, >=0sin#met <T,,T, >=7sin=0et 7/2 sinon.

|

Ainsi,‘ pour tout naturel n, la famille (T, T7,..T,,) est une famille orthogonale de E,, ‘puisque les

éléments T; sont bien dans F,,.

5. a. L’ensemble FE,, est un sous-espace vectoriel de dimension finie de I’espace vectoriel E qui est

muni d’une norme euclidienne. Ainsi ’1e théoreme de projection‘ sur un sous-espace vectoriel

de dimension finie assure que pour tout élément f de E, il existe un unique vecteur ¢, (f) de
E,, réalisant la distance de f a E,. C’est la projection orthogonale de f sur E,.

b. D’apres la question 6, la famille (Tp,77,..7},) est une famille orthogonale de E,,. Aucun des T;
n’étant nul, la famille (T /|| Toll2; ---s Tn/||Tn|l2) est une famille orthonormale de E,,, contenant
n + 1 = dim F,, vecteurs, c’est donc une base orthonormale de FE,,. Ainsi

n

tn(f)zz<f7Tk> Ty _En: <f,Tk>TIC

2 Tnl: 0l & <1t >

6. D’apres la question 7a et la bilinéarité de <, >, on a

do(f, En) =/ < f = talF)sf = talf) > =V IFI3 =2 < fotn(F) > +l[ta(f)II2

n
Or la question 7b et la linéarité de < f,. > montrent que < f,t,(f) >= Z
k=0

< f, T >2
< Ty, T >

Par ailleurs, la famille (Tp,..T,) étant orthogonale, on a aussi

< £, T >\ "< Ty >
faoi3=> (S22 ) cpopsay SLT2
k=0

o < Ty, Ty > < Ty, Ty >

D’ou en regroupant ces deux expressions

< f, Ty >2

d2(fa En) = ”JCH% - Z ||TkH%

k=0

7. a. Comme E, est inclus dans E,, 1, la suite (d2(f, Ey))nen est décroissante. Or elle est minorée
(par 0) donc convergente. Ainsi la suite de terme général (da(f, E,,))? qui vaut || f[|3 =Y r_y <
T >2 /|| Tk||3 est convergente. Donc d’apres le théoréme sur les opérations sur les suites

<f,Tp>?
[EH

<f,Tr>

convergentes, la suite de terme général >";'_ est convergente i.e.| la série )",

1T 115

2
est convergente.




</, Tk > . )
b. La série Z fT ﬁ est convergente. Son terme général tend donc vers zéro. Or pour k > 0,
k>0 kll2

on a < Ty, Ty >= 7/2 (question 6), donc par produit, la suite de terme général < f, T} >2
converge vers zéro donc celle de terme général < f, T} > aussi.

f@) ( )
,/1 —
8. a. Sur [-1;1], on a |f(2)/va?2 — 1| < ||fllec/V2z? —1. Or comme la fonction constante ||f] oo

est dans E, on a par croissance de 'intégrale & bornes croissantes (les deux membres suivants
existant bien)

Ainsi | la suite de terme général / dt tend vers zéro.

1
IS,
| Bwe [ Ml e I<IAE <70t >

Ainsi d’apres la question 6 et en prenant la racine carrée, on obtient ‘ IFlle < V7 || flloo ‘

b. La fonction f est continue sur le segment fermé borné [—1; 1], donc y est limite uniforme d’une
suite de fonctions polynomiales (P, ),cn d’apres le théoréme de Weierstrass. On définit alors
la suite d’entiers naturels (o, = max(deg P, 0))nen-

Par définition du polynéme ¢, (f), on a ||f —ta, (f)ll2 < ||f — Pnll2- La question 10, comme
f — Pu est dans B, assure |[f — Tolla < v [1f = Polloc. Aisi [If — ta, ()ll2 < v/7 I1f = Pallo.
Or la suite de terme général ||f — P,||c converge vers 0 et par comparaison (||f — ta, ||2)nen
aussi. Finalement, on obtient :

Ve >0 3IN|Vn =N |f —ta,(f)]2) <e (convergence de la suite vers 0)

Vp=an [If —tp(f)ll2 < If —tay(f)ll2 (décroissance de la suite (da(f, Ex))ren)

et donc |1 tp(f)ll2 < ¢

On a donc exactement écrit que ‘ la suite (|| f — ¢p(f)|l2)pen converge vers 0. ‘

9. Soit une fonction h de E telle que f 1 \/17;2('5) dt = 0 pour tout n autrement dit < h,T,, >= 0 pour

tout n. Alors d’apres la question précédente, la norme ||h]|2 est nulle et donc‘ h est la fonction nulle sur [—1; 1]. ‘

Centrale 2016 - PSI 2
un corrigé

0.1 Transformation de Fourier

1.A ¢ est continue sur R\ {—1/2,1/2} et en +£1/2, elle admet des limites finies & droite et gauche.
C’est donc une fonction continue par morceaux sur R. Les seuls problémes d’intégrabilité sont aux
voisinages des infinis ou ¢ est nulle et donc intégrable. Finalement

p e Ecpm

On a immédiatement

1/2 _ 1 Y2 1 _ _
Vo € R*, ]‘—((p)(ﬁc) :/ 672z7mt dt = |:_ . :| = —— e T _ 61771) — bln(ﬂ-x)
~1/2 2T —1/2 2imx T
De plus
1/2
F(@)(0) = / dt = 1

—1/2

On remarque (puisque sin(u) ~ u au voisinage de 0) que F(¢p) est continue sur R.
1.B



1.B.1 On sait que sin est DSE de rayon infini et en utilisant le DSE, on trouve que

Vo 7& 0, w(x) — +ZOC (_1)n '<7T$)2n — +§ (_772)11'1,2n
2 2n+1)! 2 20+ 1)!

La formule reste valable pour z = 0. On a donc trouvé le DSE de 9 et montré que le rayon de
convergence est infini.
La somme d’une série entiere étant de classe C'°*° sur l'intervalle ouvert de convergence, on a
donc

) e C*(R)

1.B.2 Soit n € N; sur [n,n + 1], % > %4-1 On en déduit que

n+1 n+1 '
/n ()| do > 7T(n+1)/n |sin(rx)| d

x +— |sin(mx)| étant 1-périodique, l'intégrale ci-dessus est égale a celle sur [0, 1] ou la fonction

est positive. On peut enlever les valeurs absolue et I'intégrale vaut fol cos(mz) de = 2. Ainsi,

n+1
/n ) do > s

On en déduit que

" 2 1
* > I -
Vn € N¥, /0 [ (z)| dx > WQ};]C”_;)_OO+OO
cr— foc |tp(z)| dx est croissante sur RT et ce qui précéde montre que cette fonction n’est pas
bornée. Elle est donc de limite infinie en +o00 et 1) n’est pas intégrable sur R™. En particulier

7/) ¢ Ecpm

1.C 1l s’agit d’utiliser le théoreme de continuité des intégrales & parameétres. Soit donc f € Ecpp,.
- Vz € R, t— f(t)e 2™ est continue par morceaux sur R.
- VteR, x— f(t)e 2™ est continue sur R.
- V[—a,a] C R, Vx € [—a,a], Yt € R, |f(t)e 2| = |f(¢)|. Le “majorant” est indépendant de =
et intégrable sur R.
Le théoréme s’applique et donne

F(f) € C°(R)
1.D Soit f € S.

1.D.1 Soit n € N. z — z"f(x) est continue sur R et les seuls problémes d’intégrabilité sont aux
voisinages des infinis. z +— "2 f(x) étant bornée sur R, on a 2" f(z) = O(1/x?) au voisinage
des infini ce qui nous donne 'intégrabilité voulue.

1.D.2 On veut maintenant utiliser le théoreme de régularité des intégrales a parametres.

- Vz €R, t— f(t)e 2% est continue par morceaux sur R.

-Vn € N*, Vt € R, o — f(t)e 2™ est de classe C°° sur R de dérivée n-iéme z —
(_2i7r)ntnf(t)672i7ra:t'

- Vn € N*, Vz € R, t — (=2im)™t" f(t)e~ 2™ est continue sur R.

-Vn €N, V[—a,a] CR, Vx € [—a,a], Vt € R, |(=2im)"t" f(t)e= 2| = (2m)"|t"f(t)|. Le
“majorant” est indépendant de x et intégrable sur R (on vient de le voir).

Le théoréme s’applique et donne F(f) € C*°(R) avec

Vn e N, Vo e R, (F(f)™ (z) = (—2im)" /+OO £ F(t)e= 2T gt

1.E



1.E.1 0 est continue et 6(z) est négligeable devant toute puissance de x au voisinage des infinis par
croissances comparées. En particulier pour tout n € N, x +— 2™0(z) est continue et de limite
finie (et méme nulle) en +oco et donc bornée. Ainsi

fesS

La question précédente donne la dérivabilité de y = F(0) avec
+oo 2 )
Vr eR, v (z) = (—2i7r)/ te” ™ eI gt
—o0

On a alors
+oo ) .
Vr € R, y’(x) + 2nay(x) = Z/ (=27t — 2i7T.13)€_7Tt —2imat gy

La fonction (de t) sous l'intégrale est la dérivée de t — e~ =27t qont la limite en +0o est
nulle (son module vaut 0(t)). L’intégrale est donc nulle et

Vz € R, y'(z) + 2rzy(x) =0

1.E.2 On résout cette équation différentielle linéaire d”ordre 1. Il existe une constante c telle que

2

Ve e R, y(z) =ce ™

Avec l'intégrale donnée dans ’énoncé, on sait que y(0) = 1 et donc que ¢ = 1. On a ainsi

2

_ -7
Ve eR, y(z)=e
ce qui s’écrit, en revenant aux notations de 1’énoncé,

F(O) =6

0.2 Formule d’inversion de Fourier

2.A On veut utiliser le théoreme de convergence dominée sur R avec la fonction

Up = x> F(f)(x)0 (%)
- Pour tout n, u, est continue sur R.
- Comme 6 est continue en 0, (u,) converge simplement sur R vers F(f) (6(0) = 1) et cette
limite simple est continue sur R.
- Pour tout n, |u,| < |F(f)| (]0] est majorée par 1) et le majorant est intégrable sur R.
Le théoreme s’applique et indique que

+o00
lim I, = F(f)(z) dx

n—-+oo — s

2.B On veut utiliser le théoréme de convergence dominée sur R avec la fonction

t t
vy ot F(O)()f (n) =0(t)f <n>
- Pour tout n, v, est continue sur R.
- Comme f est continue en 0, (v,) converge simplement sur R vers f(0)6 et cette limite simple
est continue sur R.
- f étant dans S, elle est bornée sur R (f(t) = t°f(¢)). Pour tout n, |v,| < || f|le® et le majorant
est intégrable sur R.
Le théoréme s’applique et indique que

+o0
lim anf(o)[ o(t) dt = £(0)

n——+00



2.C

2.D

2.E

En revenant a la définition de F(f), on a

I, = /:o </:o F(t)e~2imaty (%) dt) d

La formule de Fubini donne alors

In—/_+oo (/joo F(t)e~2imatg (%) dm) dt

Dans l'intégrale interne, on effectue le changement de variable linéaire u = x/n pour obtenir

I, = n/_:o (/_:O f(t)e 2mmutg(y) du) dt

Dans l'intégrale extérieure, on effectue le changement de variable linéaire v = nt pour obtenir

I, = /J:O </:>O ! (%) e 2mutg (y) du) dt

f(t/n) ne dépendant pas de u, on peut le sortir par linéarité du passage a 'intégrale. On reconnait
alors F(0)(u) et on conclut que

In = Jn
Il suffit de combiner les trois questions qui précedent et I'unicité de la limite pour conclure que
+oo
f(0) = F(f)(@) da
—00

Fixons « € R et posons h ¢ — f(x +t). h est continue, comme f. De plus, pour |t| assez grand,

t’n
n - v n ~ n
t"h(t) = EFD (x+8)"f(x+1) t_&oo(x +O)"f(x+t)
ce qui montre que t — t"h(t) est bornée, comme f, aux voisinages des infinis et donc sur R (puisque
continue et donc bornée sur tout segment). On peut alors appliquer ce qui précede a h et affirmer

que
+oo

f(x) = n(0) = F(h)(y) dy

— 00

On remarque alors, avec le changement de variable affine u = x + t, que

Fww) = [

— 00

+o0 +oo

f((ﬂ +]5)6721'#157; dt = 62i7ry:r/ f(u)ef2i7ruy du = esz/acJ—_-(f)(y)

—00

On a ainsi montré que
+oo
f@ = [ )y

La fonction = +— %e"”" est dans S (elle est continue sur R et dominée au voisinage de oo par
toute puissance de z par croissances comparées). De plus

+oo
Vo e R, f(f)(x) = %/ e—|t‘—2ﬂ'itm dt

Pour calculer I'intégrale, on découpe en deux par Chasles :

1 /0 , 1 /0 .
]:(f)(l’) _ 5/ et(1—27rw:) dt + 5/ et(—1—27r17;) dt
=0 =400
_ 1 {;etu—zm‘x)} ! B { 1 et(—1—2mx)r *
2 1—2mix oo 1+ 2mix +=0
1 ( 1 1 )
2\1—2mx 14 2mix
_ 1
14 4n2a2



0.3

3.A

3.B

3.C

On a donc avec la question précédente

1 2] +oo eZiTryac
Vz e R, ~el7l = S
rEeR e /oo 1+ (2my)? Y

Transformée de Fourier a support compact

D’apres 1.D, F(f) € C*(R) (puisque f € S). De plus F(f) est nulle en dehors d’un segment et
donc dominée par toute puissance de x au voisinage des infinis. On a donc F(f) € S.
En reprenant la méme démarche qu’en 1.D.2 (changer x en —z), la formule (2.1) de la question
2.D montre que f est de classe C* sur R et que

1/2

VneN, Vz eR, fM(z) = / (2imt)" F(f)(t)e* ™ dt

—1/2
Si h est une fonction de classe C* sur R alors pour tout entier n et tous a,b € R (formule de
Taylor avec reste intégrale)

h(b) = Zn: (b;i,a)kh(’“’(a) - /b MW“)@) dt

n:
k=0

On applique ceci avec f pour b=z et a =g :

" (x — x0)F Tz —t)"
v e, f(@) - 30 T gy = [ e

n!
k=0

Montrons que ce terme est de limite nulle quand n — +oo. Pour cela, on le majore en module;
une majoration grossiere donne

= n n+1

(=" o v = 20" pin
/ 7f( +1)(t) dt| < Tnf( JrUHOOJI#EO]
xo '

n!

Remarquons que (F(f) est bornée sur R puisque continue et nulle en dehors d’un segment)

1/2
vy R, |f™M(y)| < |7Ty|"/1/2 12¢"[F ()@ dt < |y [ F(f)lloo

On a donc
1£ o o) < I max(fe] o)™ 17 (F) o

(r—t)" mmax(|z|, |zo|)(x — zo) [P

n! n!

et ainsi

xo
Par croissances comparées des fonctions exponentielle et factorielle, ce terme tend vers 0 quand
n — 400. On peut ainsi passer a la limite et affirmer que

+oo

N @ 20)*
)= 3 E 0y

k=0
n reprenant I’expression érivées n trouv
En reprenant ’expression des dérivées de f, on trouve

+oo o — o)k 1/2 )
f@) =3 R [ it F () 0 ai

eSS —1/2

Supposons f nulle sur un intervalle Jxg — r, 29 + r[ avec r > 0. On a alors

+oo k 1/2
Ve el —rr, 0= f(zo+ =z Z i / (2imt)* F(f)(t)e2 ™ at
1/2

Comme r > 0, P'unicité du DSE de la fonction nulle donne la nullité de [~ {/2(227#)’“]-"(]”)( )e2imtzo dt
pour tout n. La question précédente donne alors la nullité de f sur R.

On vient de voir que f ne peut étre nulle sur un segment [u, v] avec u < v. A fortiori, elle ne peut
étre nulle en dehors d’un intervalle [a, b].



0.4 Cas de fonctions périodiques

4.A

4.A.1 Par théorémes généraux, g est de classe C* sur | — 1, 1[\{0} (quotient de deux telles fonctions
avec le dénominateur qui ne s’annule pas). De plus

f@)=f0) =  1f@)-10) , F0) _

x sin(mx) ™ x =0 T

v €] —1,1[\{0}, g(z) =

ce qui montre que g est continue en 0.

4.A.2 On a
f'(z) sin(mzx) — 7w cos(mz)(f(x) — f(0))

sin?(7x)

Par formule de Taylor-Young, f/(z) = f/(0)+xf”(0)+o(z) et f(z)— f(0) = zf'(0)+ L;f”(()) +
o(z?) (au voisinage de 0). En utilisant en outre sin(7z) = 7z + o(2?) et cos(rz) = 1+ o(x), on
trouve alors

Va 6] - 17 1[\{0}7 g/(l’) =

(@)sin(rr) — meos(ma) (£(2) — £(0) = T D2 4 o(a?)
Comme sin®(7z) ~ 7222, on trouve que
limy 9'() = fzgrO)

On est alors (avec la question précédente) dans le cadre d’utilisation du théoréme de la limite

de la dérivée qui nous apprend que g est dérivable en 0 avec g’(0) = % et que ¢’ est continue

en 0. On a ainsi
~ f7(0)
o
1

est ¢ — mezi”’”. Cette primitive étant 1 périodique,
est nulle sur un intervalle de longueur 1. On a alors, par linéarité du passage

1/2 1/2
/ Sp(x) dx:/ de =1
—1/2 —1/2

Sp(z) =Im ( > (e%”)k>

k=—n

g€C'(I-11]) et ¢'(0)

2imkx

4.B Si k # 0, une primitive de z — e
l'intégrale de emk=
a 'intégrale,

4.C On remarque que

Pour z € [~1/2,1/2] \ {0} on a une somme géométrique de raison e?™® = 1 et (factorisation par
la demi-somme des angles et formule d’Euler)

—2imna _ e2iﬂ(n+1)x) . (—21’ sin((2n + 1)7rx)) sin((2n + 1)7x)
= Im =

e
' (z) = Im :
Sp(z) ( 1 _ e2ine —2¢ sin(mzx) sin(7x)

4.D Par linéarité du passage a l'intégrale, on a

f(z) i e~ 2imke dx:/

k=—n —1/2

n 1/2

> = [

ke—n —-1/2

1/2 1/2

f@Su(—a) da = [ pny =BT UTD

~1/2 sin(mx)

dx

Avec la définition de g, ceci donne

i: a(f) = /1/2 (9(1”) + J(0) )sin((2n+1)ﬂ'x) dx

= _1/2 sin(mx)
1/2 1/2
= / g(x)sin((2n + 1)wz) do + f(O)/ Sp(x) dx
—1/2 —1/2
1/2
_ /1/29(95) sin((2n + Dme) da + £(0)



4.E

4.F

4.G

g étant de classe C! sur [—1/2,1/2], on peut intégrer par parties :

g(z) +

cos((2n + 1)mx) 1/2 1 /1/2
2n+ 1)w _1y2 (2n+1)m

/1/2 g(x) sin((2n+1)7x) de = {—

—1/2 —-1/2

Avec le cosinus, le terme “tout intégré” est nul. ¢’ étant continue sur le segment [—1/2,1/2], on
peut alors majorer grossiérement :

1/2 ’ !
'/ )sin((2n + 1)) da| < 19" loo,(~1/2,1/21 avee ' — 19" | so,=1/2,1/2]

1/2 - (2n+Dr 2n+1 ™

Fixons z et t dans [—1/2,1/2]. Par égalité des accroissements finis, il existe ¢, ; € [t,x + ] tel que
flx+1t)— f(t) = xf'(cst). On peut alors écrire que

Gi(z) = (f'(x+t) — f'(car)) sin(mz) + f'(cpt)(sin(mz) — xmw cos(mz))

Remarquons que chaque dérivée de f est bornée sur R puisque continue et périodique.
- Par inégalité des accroissements finis, on a

'@+ 1) = fcan)] w4t = caplllf oo < 2]l

- De méme
|sin(mz)| = |sin(mz) — sin(0)|| < |7z]

- 1 Cea )l < 1 lloo- _
- sin(mx) — xw cos(rx) = (rx + o(z?)) — 27w(1+ o(x)) = o(2?). w est donc prolon-
geable par continuité en 0 et est bornée sur le segment [—1/2,1/2];

Je/ Vo € [~1/2,1/2], |sin(nz) — z7 cos(ma)| < ca?
On en déduit que
Gi(2)] < (7] f" oo + €ll f'|oo)® = Da®
D étant indépendante de x et t.
Fixons t € [-1/2,1/2]. La fonction h; : z — f(x +t) est de classe C* sur R et 27 périodique
et on peut lui appliquer la question 4.D. En posant ¢:(z) = % pour z €] — 1,1[\{0},
g:(0) = ( ) et 9+(1) = g:(—=1) = —g+(0) on a alors

n 1/2

> er(he) = ha(0) + / gi(z)sin((2n 4 1)7z) dx
k=—n —1/2
Compte-tenu de I'expression de h;, on a (changement de variable affine u = x + t)
1/2 ‘ A t+1/2 ‘
Cn(ht) :/ f(l‘+t)€72m'na: dr = e27rznt/ f(u)ef%mnu du
t

—1/2 —1/2

Comme l'intégrale d’une fonction périodique est la méme sur tout segment de longueur la période,
on trouve que ¢, (hy) = e*™ "¢, (f) et ainsi

n _ 1/2
-3 ™ =~ [ g@)sin(n+ Vo) da

k——n —-1/2

Avec la question 4.E, on trouve alors que

/
; - 1
_ 2: 2imkt| ”gt”oo,[ 1/2,1/2]
1) ce(f)e o T 2n+1

g (z) cos((2n+1)wz) da



Remarquons maintenant qu’avec la question précédente,

() = Gl o

sin?(rx) —  sin?(mx)

x est continue sur [—1/2,1/2] \ {0} et prolongeable par continuité en 0 (valeur 1/72).

T
sin?(7x)
C’est donc une fonction bornée sur le segment. Notons M sa norme infinie. On a alors ||g'||oc,[—1/2,1/2) <
M et enfin

n

FO =Y alf)

k=—n

2imkt DM 1 E
e < =
T 2n+1 2n+1

ol E est une constante (indépendante de x et ¢).

BONUS suite du sujet :

0.5

Formule d’échantillonage de Shannon

Soit f € S dont la transformée de Fourier F(f) est nulle en dehors du segment [—1/2,1/2]. on pose

Vk €Z, Yz € R, Yp(x) = b(z + k) (5.1)

ou v est définie a la question 1.B.
5.A Justifier que Vn € N, (F(f))™ (3) = (F(f)™ (-3)=0.

5.B

5.C

5.D

5.E

Soit h la fonction définie sur R, qui est 1-périodique et qui vaut F(f) sur l'intervalle [-1/2,1/2].
Montrer que h est de classe C*° sur R.

A T'aide de 'inégalité (4.1), prouver I'existence d’une suite de nombres complexes (dy ) ez telle que
n

la suite de fonctions | = — Z dke%ik“") converge uniformément vers F(f) sur [-1/2,1/2].
neN

k=—n

n

Démontrer que la suite de fonctions ( Z dkz/)k> converge uniformément vers f sur R.
k=—n neN

On notera symboliquement f = Zk‘;‘)’i oo ALYk

Etablir que Vj € Z, f(—j) = d;.

L'égalité f = S f(—k)by traduit la reconstruction du signal f & partir de ’échantillon

Wz

BONUS une correction :

0.6

5.A

5.B

5.C

Formule d’échantillonage de Shannon

F(f) étant nulle hors de [—1/2,1/2], ses dérivées & tout ordre & droite en 1/2 et & gauche en —1/2
sont nulles. Comme c’est une fonction C°*°, on a donc

1 1
vne N, (FN® (3) = F (~5) =0
h est de classe C™ en tout point de 'ouvert | — 1/2,1/2[ (si zo est dans cet ouvert, il existe un

voisinage de xo sur leque h = F(f) qui est C*°). Par périodicité, elle est indéfiniment en tout
point hors de 1/2 + Z.

Par périodicité, il suffit de montrer que h est indéfiniment dérivable & gauche en 1/2 et a droite
en —1/2 avec égalité des dérivées a tout ordre a droite et gauche en —1/2 et 1/2. C’est ce que l'on
a fait en question précédente.

On peut ainsi appliquer l'identité (4.1) & h. En posant dj = c;(h), on trouve que

e2ikﬂt

- E
h—deek S2n+1 avec e : tr>
k=—n 00,[=1/2,1/2]

ce qui prouve la convergence uniforme voulue sur [-1/2,1/2] (out h coincide avec F(f)).
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5.D Siz ¢k, on a f_li% e2im(@+k)E ge — m(e”(m"’k) — e~ m@HR)) = o)(x + k) = g (x). Ceci reste
vrai pour & = k (I’égalité se lit).
La formule (2.1) donne
1/2 _
VeeR fo)= [ he de
~1/2

et on a donc

n 1/2 n
Vo €R, f(z) - Y dpvi(@) =/ (h(é) - > dkezi”k’f) et e

k=—n —-1/2 k=—n

Une majoration grossiére donne (I’exponentielle complexe est de module 1 et on intégre sur un
intervalle de longueur 1)

F=Y" di <|h= D diex

k=—n oo,R k=—n 00,[=1/2,1/2]

et on a la convergence uniforme voulue.

5.E La convergence uniforme entrainant la convergence simple, on a

Vi€Z, f(=§)= > ditbr(—j) =d;

k=—n

puisque ¥ (—j) = ¥(k — j) vaut 1 si k = j et est nul sinon.
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