PROBLEME

1. Etudede M, (f).

()

(b)

¢t — t"e* vérifie ¢'(t) = t"te*(n — at) et ¢ donc atteint son maximum sur Ry en ¢ = 2, qui
vaut e”"(2)". de plus lim; . o ¢(t) = 0 et $(0) =0
Soitt > 0n € Neta > 0.La fonction t — ¢ f(¢) est continue sur [0, +o0].
n e} —n n n_ o
(O] = e [F (O] 6(6) < e () e (1))
Or la fonction e | f(t)| est intégrable ce qui assure I’intégrabilité de la fonction ™ f(t) sur [0, +00]
On pose 7 = f0+°° |f(#)] e“tdt.
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2. Continuité et dérivabilité de la fonction T'(f)

(a)

(b)

(©

Soit z € R.|e™ f(t)| = |f(t)| qui est intégrable sur [0, +oc[ donc T f(x) = O+°° et f(t)dt
existe. On a de plus ’ O+OO e”"”f(t)dt‘ < f0+°° | f(t)| dt donc T'f est bornée sur R par My(f). Posons

g(t,x) = e f(t). Pour tout z € R I’application ¢t — g(z,t) est continue par morceaux sur [0, +o0|
et pour tout ¢ >0, I’application x — g(z,t) est continue sur R. On a de plus pour tous t>0 et x € R,
lg(x,t)| <|f(t)] qui est intégrable sur [0, +oco] Donc T'f est continue sur R.

99 (g, t) = ite’ t). De plus pour tout z € R I’application ¢ — ite’ t) est continue par morceaux sur
gz -y itx De plus p R J’appl it p

, +oo[ et pour tout >0, ’application & — ite® est continue sur R. On a de plus pour tous >0 et
0 t>0, I’applicati itel® f(t R. On ade pl t>0
x € R, |g(x,t)| = |[tf(t)| qui est intégrable sur [0, +oo] et indépendante de =. Donc T f est de classe C'*

sur R et pour tout entier p=0, (T'f)'(x) = 0+°° itel® f(t)dt

pour tout entier naturel p, %(m, t) = €' (it)P f(t). De plus pour tout x € R J’application

t — e (4t)P f(t) est continue par morceaux sur [0, +oc[ et pour tout ¢>0, I’application = — e*(it)? f(t)
est continue sur R. On a de plus pour tous t>0 et x € R, |g(x,t)| = |¢?f(¢)| qui est intégrable

sur [0, +oo] et indépendante de x. Donc T'f est de classe C? sur R et pour tout entier p>0,

(T1)P () = [ et (i) f(t)de

Donc

“+oo
()7 (0) = / (i) f(1)dt = M, (1)

Notons pour la suite que (7'())() est bornée et | (T f) ) (z)| < 0+°O P f(t)dt = M,(f)

3. Développement en série entiere de 7' f

()

pour tout n € Net z tel que |z| < «,
ZnMn(f) In
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On en déduit que si |z| < a, la série (D 'y.e_"(a)"‘z ‘)est convergente et donc la série >0 in]‘i’}(f) "
converge.
(b) "
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(c) En particulier d’apres 1’inégalité de Taylor Lagrange,
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or d’apres ce qui précede

sup(|7(f)" 1 (t)| .t € [0,])

sup(|T(f)" (1) ¢ € [0,2]) < [Msa(f)]

donc .
~T1M(0) o™
T - " < Mn
(1) =3 e < (g e ()
Posons u,, = Lﬁ)‘ |M,,(f)| pour tout n € N . Montrons que lim w,, = 0 lorsque |z| < «
M, "
Uy, = 7(f)xn <ve—n(ﬁ)nm — v,
n! a’ nl
Ona
Y ikl Iy AV 1
= e —_ —_— — — _
7 (a) n 7 (Oz) 2mn(2)n 7\/27m @ 2mn

donc limv,, =0 etdonc limwu, =0

On en déduit que si |z| < o, lasérie )~

(n
oo TJ‘T@QU” converge et sa somme est égale a T'(f)(x)

. Limite en =00 de T'f dans un cas particulier
On suppose que f est de classe C’ Lsur I et que D(f) appartient a E,(ainsi que f )
(a) Onaque f(t) Jrfo f/(w)du donc puisque f” est intégrable, lim; .o f(t) +f u)du =
LeR Orfest elle aussi mtegrable sur [0, +ool, et on sait que si L # 0, f n’est pas intégrable d’apres le
cours. donc L =0

(b) Pour tout réel x

T(f")(x)
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(¢) En particulier si z # 0, T f(z) = M , mais on a vu que T'(f') est bornée donc
1O T

lim
r—Fo0 i
. Etude d’un exemple )
Dans cette question , f(t) = e~ t". .
(a) Onremarque que t2f(t)e®t = et tot+2n() . (car

t——+oo
—1? + at +2In(t) ~pyoo —t2
donc f(t)e* = o(), ce qui prouve que f € E, pour tout réel cv.



(i) Vn € N,

+oo +oo d
Moo (f) = /0 2t dt :/0 ure Tt

u=t2 2\/@
L[t 1 1
= 5/0 uv "z tdy = iF(n + 5)
(ii) On sait que I'(z + 1) = 2T'(z) donc
1 1 1 1 n—1 1 1 3. 1.1
Mon(f) = =T(n+ =)= =(n— =)0 =-(n-2)(n-2)..=0(=
) = 5T+ 5) = 20— DS 2) = Sn— )~ 5)5T(3)
On en déduit que
Mo(f) = 5 T+ P
D D T D)
il y avait une erreur dans le texte
(iii) On admet que [, e=t*dt = g

1 _ oo —1/2, —t 3, __ oo —1_—u? _
F(2) = t= /et = u e " (2udu) = /7
0 0

Donc
171 1 2n —1)(2n — 3)....(1 2n)! 2n)!
Men(f) =5 p O(k+ V= ( )(2n+1 = by~ 2n(2n —(2)..).(2).2n+1\/%: 22("+3n!ﬁ

En particulier
o 2 SR "My (f)
Tf(z) = / et dt = Z —z"
0
donc en prenant la partie réelle
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