Vendredi 26 janvier 2018
L’usage des calculatrices n’est pas autorisé

L’étudiant attachera la plus grande importance a la clarté, da la précision et a la concision de la
rédaction, méme si tout résultat qui n’est pas explicitement dans le cours de MPSI ou de MP doit étre
démontré. Si un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.
Consignes a respecter sous peine d’étre pénalisé :

e Changer de copie (ou au moins de feuille) & chaque exercice ou partie d’un probléme.

e Numéroter les questions (et le cas échéant la partie).

e Souligner les résultats intermédiaires dans une démonstration a tiroirs, faire une phrase de conclusion

et encadrer le résultat.

Exercice 1 :

Soit E ’ensemble des fonctions continues sur le segment [—1,1] & valeurs réelles.

1. Soit n € N. Montrer I'existence et I'unicité d’un polynéme T,, a coefficients réels de degré égal a n
tel que
VO € R, T, (cos8) = cos(nb).
[on pourra remarquer que cos(nf) est la partie réelle de (cos @ + isin@)™.]
On définit alors une fonction polynomiale sur [—1, 1] par Va € [—1, 1], T},(x) = cos(n arccos ).

h(t
2. Montrer que pour toute fonction h de E, application t — —( )t2 est intégrable sur | — 1,1][.
o f(t)g(t)
Pour f et g éléments de FE, on pose (f|g) = / 2 .
-1 V1= 12

3. Montrer que (.|.) définit un produit scalaire sur E.
Ceci nous permet de définir une norme euclidienne sur E : on note ||h||2 = 1/ (h|h).
4. Calculer (T,,|T,,) selon les valeurs des entiers naturels m et n. En déduire pour tout entier naturel
n que la famille (T, 77, ...,T,) est une base orthogonale pour (.|.) de E,.
Dans toute la suite, f désignera un élément de E et n un entier naturel.
On pose do(f, E,) = inf {||f — Ql|2,Q € E,}.
5. a. Enoncer un théoréme (en précisant les hypothéses) justifiant Pexistence d’un vecteur t,(f)
dans E, tel que ||f — t,(f)||2 = da(f, En).
b. Exprimer t,(f) a l'aide des polynémes (T%)o<k<n-
On dit que t,(f) est le polyndéme de meilleure approximation quadratique de f sur E,.

6. Montrer que da(f, E,) =, [||f]|3 — En: (f|Tk)22'
= 11Tl
(fIT%)?

7. a. En déduire que la série Z
k>0

est convergente.
175113

)T, (t
b. Que pensez-vous de la limite de / FOTn (1) dt lorsque n tend vers 400 ?

o VI=P
8. a. Déterminer une constante k& > 0 telle que Vh € E, ||h||2 < k||| co-

b. En déduire soigneusement que lim, 4o ||f — tn(f)|l2 = 0.
9. Que peut-on dire d’une fonction h de E telle que pour tout entier naturel n,

hO)Ta(®) 4,



Probléme

Ce probleme aborde l'etude de la transformation de Fourier utilisées pour le traitement des signaux
analogiques. Elle permet de modéliser le comportement fréquentiel d’un signal. La partie 1 étudie quelques
propriétés de la transformée de Fourier dun signal analogique continu par morceaux et intégrable sur R.
La partie 2 aboutit a la formule d’inversion de Fourier qui permet de retrouver un signal a partir de sa
transformée de Fourier. La partie 3 traite le cas particulier dun signal dont le spectre des fréquences est
limité & [—1/2,1/2]. La partie 4 étudie le cas particulier d’un signal périodique.
On note
- E¢pm le C espace vectoriel des fonctions f : R — C continues par morceaux sur R et intégrables
sur R;
- § le C-espace vectoriel des fonctions f : R — C continues sur R telles que Vk € N, la fonction
x > 2 f(x) est bornée sur R.

Transformation de Fourier

Pour toute fonction f € E.p,y,, on consideére la fonction F(f) (transformée de Fourier de f) définie par

+o0 )
Yu F) = [ s d
1 si ze[-11]

1.A. On considére la fonction ¢ définie sur R par Vo € R, ¢(z) = { 0 sinon

1.A.1 Justifier que ¢ appartient & E.p,, et calculer sa transformée de Fourier F(¢).
1.A.2 Montrer que F(p) est continue en 0.
1.B
sin(mz)

Ve e R, ¢(z) = p— et ¥(0)=1

1.B.1 Prouver

n+1
>___ =
vn € N, /n |(z)| de > T

1.B.2 En déduire que 9 n’appartient pas a E¢pp,.
1.C Soit f € E¢pm. Montrer que la fonction F(f) est continue sur R.
1.D Soit f € S.
1.D.1 Justifier que, pour tout entier naturel n, la fonction x — z™ f(x) est intégrable sur R.
1.D.2 Démontrer que la fonction F(f) est de classe C> sur R et que
400
vn e N, Yu e R, (F(f)"(u) = (—2im)" / t"f(t)e 2™ dt

—o0
1.E On considére la fonction § : R — C définie par 0(z) = exp(—m2?), pour z € R.
1.E.1 justifier que 6 € S et que F(0) est solution de I’équation différentielle
Vu € R, v (u) = —2muy(u)
+o0

1.E.2 Etablir que F(0) = 6. On admettra que / O(x) dv = 1.

— 0o

Formule d’inversion de Fourier
Soit f € S. on suppose que F(f) est intégrable sur R. Pour tout entier naturel non nul n, on pose
+oo t

I, = F(f) ()b (%) du  J, = /:of (g) F(O)() dt

—0o0



+oo
2.A Montrer que lim I, = F(f)(u) du.

n—-+o0o

2.B Calculer lim J,.

n—-+o0o

— 00

2.C Prouver que Vn € N*, [, = J,.
On admettra la formule de Fubini :

/_:o (/_:o Fwe (5,) e d“) dt = /_ :o ( /_ +: F (2) e2im dt) du

+oo
2.D Démontrer que f(0) = F(f)(u) du.

oo

En déduire en utilisant la fonction b : # flz+1t), que

+oo
Ve e R, f(z) = F(f)(u)e? ™ du (2.1)

— 00

Cette formule permet de reconstruire le signal f & partir de sa transformée de Fourier F(f).

2.E Une application

+oo 62i7ru:c 1

Démontrer que Vz € R, / m du = ie—lwl.

— 00

Transformée de Fourier a support compact

Soit f une fonction de S dont la transformée de Fourier F(f) est nulle en dehors du segment [—1/2,1/2].
D’apres la relation (2.1), on a
1/2 4
Ve e R, f(z) = F(f)(u)e* ™ du
—1/2

3.A Démontrer que F(f) est de classe C> sur R et que F(f) € S. En déduire que f est de classe C*
sur R.

3.B Prouver par exemple a ’aide d’une formule de Taylor que

+oo (1:_1_0)](; 1/2

V(z,20) €R?, fla) =) / (2imu)  F(f)(u) X0 du
k=0 k! -1/2

3.C Oun suppose que f est nulle sur un intervalle |xg — 7, 2o + r[ avec > 0. Montrer que f = 0.
Cas de fonctions périodiques

Pour tout entier naturel n, on note S, la fonction définie sur R par Vo € R, S,(z) = Z e?mike

k=—n
Soit f : R — C une fonction de classe C* sur R et 1-périodique. On consideére :
- la fonction g définie sur [—1, 1] par
f(z) — f(0) /"(0)
Vo €] = 1,1[\{0}, g(z) Sin(ra) 9(0) = — 9(1) = g(=1) = —g(0)
- la suite de complexes (¢, (f))nez définie par
1/2 4
Vn € Z, cn(f) = / f(x)e 2™ dy
—1/2

4.A
4.A.1 Montrer que la fonction g est de classe C! sur | — 1, 1[\{0} et continue sur ] — 1, 1[.



1
0
4.A.2 Montrer que la limite de ¢’ en 0 est égale a f2( )
™

4.A.3 En déduire que g est de classe C! sur | —1,1].
On admet dorénavant que g est de classe C! sur [—1,1].
1/2
4.B Soit n € N. Calculer I'intégrale / Sp(z) du.
—1/2

4.C Démontrer que
11 i
VneN, Vz e {—5, ﬂ \ {0}, S,(z) = sin((2n + Vm)

sin(mrx)
4.D Justifier que
n 1/2
VneN*, > a(f) = £(0) +/ g(z)sin((2n + 1)mz) da
k=—n —-1/2
4.E A Paide d’une intégration par parties, montrer I’existence d’un réel C' tel que
1/2 C
VneN in((2 1 dz| <
n , /_1/2 g(z)sin((2n + 1)7x) dx| < T 1

4.F Soit ¢t € [-1/2,1/2]. On considére la fonction G; définie sur [-1/2,1/2] par

11

Vr € {_57 5} , Gi(z) = f'(z + t)sin(mz) — (f(x +t) — f(t))m cos(mx)

Etablir I'existence d’un réel D, indépendant de z et de de ¢, tel que

11 11 ,
.= .= <
VIG{ 2,2},%6{ 2,2}, |Gi(z)| < Dz

4.G Prouver 'existence d’un réel E tel que

11 - ; E
3ol 0= Y anem| < s B

wel-

k=—n

On pourra introduire la fonction hy : x+— f(xz +1t).
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L’étudiant attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et d la concision de la
rédaction, méme si tout résultat qui n’est pas explicitement dans le cours de MPSI ou de MP doit étre
démontré. Si un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.
Consignes a respecter sous peine d’étre pénalisé :

e Changer de copie (ou au moins de feuille) & chaque exercice ou partie d’un probléme.

e Numéroter les questions (et le cas échéant la partie).

e Souligner les résultats intermédiaires dans une démonstration a tiroirs, faire une phrase de conclusion

et encadrer le résultat.

Exercice 1 :

Soit E '’ensemble des fonctions continues sur le segment [—1,1] & valeurs réelles.
1. Soit n € N. Montrer que T}, = ,EZ/OQJ (=1)% (5;.) X" 72k (1 — X?)¥ est de degré égal a n et que

VO € R, T, (cos ) = cos(nb).

[on pourra remarquer que cos(nf) est la partie réelle de (cos@ + isin6)™.]
On définit alors une fonction polynomiale sur [—1,1] par Vz € [—1,1], T,,(z) = cos(n arccos z).
h(t
2. Justifier que pour toute fonction h de F, ® _

1
1— (\/1 —1
h(t) .

———— est intégrable sur | — 1, 1[.
VT @ e =

" f(t)g(t)

Pour f et g éléments de E, on pose (f|g) = / ————dt.
w=] e

4. Montrer que (.|.) définit un produit scalaire sur E.
Ceci nous permet de définir une norme euclidienne sur E : on note ||h||2 = 1/ (h|h).

5. Montrer que (T,,|T;,) = foﬂ cos(nu) cos(mu) du.
6. Montrer que (T,,|T},) = 0 si n # m et que la famille (Ty, T4, ..., T),) est une base orthogonale pour
(.].) de E,.
Dans toute la suite, f désignera un élément de E et n un entier naturel.
On pose da(f, En) = inf {||f = Q[2,Q € En}.
7. a. Citer le théoréme de la projection orthogonale.
b. En déduire 'existence d’un vecteur ¢,(f) dans E, tel que ||f — t,(f)|l2 = d2(f, En).

c. Exprimer t,,(f) a 'aide des polynémes (T} )o<k<n.-

au voisinage de 1.

3. En déduire que 'application ¢ +—

On dit que t,,(f) est le polynéme de meilleure approximation quadratique de f sur E,.

8. Montrer que da(f, E,) = , [||f]|3 — Enz (f|Tk)22'
= 11Tl
(f|T%)?

9. a. En déduire que la série Z
k>0

est convergente.
1T113

t) T, (t
b. Que pensez-vous de la limite de / FOTn(?) dt lorsque n tend vers 400 ?

-1 V1I—1?



10. a. Déterminer une constante k > 0 telle que Vh € E, [|h||2 < k||h]|oo-
b. Citer le théoréme de Stone et Weierstrass.
c. En déduire soigneusement que lim,, 1 ||f — 5 (f)||2 = 0.

11. Que peut-on dire d’une fonction h de F telle que pour tout entier naturel n,

Probléme

Ce probléeme aborde l'etude de la transformation de Fourier utilisées pour le traitement des signaux
analogiques. Elle permet de modéliser le comportement fréquentiel d’un signal. La partie 1 étudie quelques
propriétés de la transformée de Fourier dun signal analogique continu par morceaux et intégrable sur R.
La partie 2 aboutit a la formule d’inversion de Fourier qui permet de retrouver un signal a partir de sa
transformée de Fourier. La partie 3 étudie le cas particulier d’un signal périodique.

On note
- Ecpm le C espace vectoriel des fonctions f : R — C continues par morceaux sur R et intégrables
sur R;
- § le C-espace vectoriel des fonctions f : R — C continues sur R telles que Vk € N, la fonction
x> x f(x) est bornée sur R.

Transformation de Fourier

Pour toute fonction f € E.py,, on consideére la fonction F(f) (transformée de Fourier de f) définie par
+o0 )

Y, F(Pw) = [ fwe

— 00

s . o 1 si ze[-1,4]
1.A. On considére la fonction ¢ définie sur R par Vo € R, ¢(z) = 0 sinon 272

1.A.1 Justifier que ¢ appartient & E.,,, et montrer que sa transformée de Fourier vérifie F(¢)(0) = 1

et F(p)(z) = sin(rz pour z # 0.
1.A.2 Montrer que F(p) est continue en 0.
1.B .
vz e R, (z) = S o w0y =1
T

N 1
1.B.1 A l'aide d’une minoration de — sur [n,n + 1], prouver
x

n+1
Vn e N )| de > ———
Wz
1.B.2 En déduire que 7 n’est pas intégrable donc n’appartient pas a Ecpy,.

1.C Soit f € E¢pm. Montrer a l'aide du théoréme de continuité des intégrales & parametres que la
fonction F(f) est continue sur R.

1.D Soit f € S.
1.D.1 Justifier que, pour tout entier naturel n, la fonction x +— 2™ f(x) est intégrable sur R.
1.D.2 Démontrer a I’aide du théoréme de dérivation des intégrales a parametres que la fonction F(f)
est de classe C'! sur R.
1.D.3 On admet que ce théoréme s’applique aux dérivées successives. Montrer que
+oo )
VneN, Vu e R, (F(f)"(u) = (—22'77)"/ tf(t)e 2™ dt

— 00



1.E On considere la fonction § : R — C définie par 6(z) = exp(—mz?), pour z € R.
1.E.1 justifier que 6 € S et que F () est solution de I’équation différentielle

Vu € R, ¢ (u) = —2ruy(u)
[On pourra faire apparaitre un “crochet” de la fonction t v+ exp(—nt? — 2imat).]

—+oo
1.E.2 Etablir que F(0) = 6. On admettra que / O(x) de =1.

Formule d’inversion de Fourier

Soit f € S. on suppose que F(f) est intégrable sur R. Pour tout entier naturel non nul n, on pose

+oo U +oo t
n=[ Fow@e(E) ae g= [ r(E)Fowa
+oo
2.A En appliquant le théoréme de convergence dominée, montrer que Er}rl I, = F(f)(u) du.

2.B En appliquant & nouveau le théoréeme de convergence dominée, montrer que lilf Jn = f(0).
n—-+0oo

2.C Prouver que Vn € N*, I, = J,.
On admettra la formule de Fubini :

/_:O (/:O f®)e (%) e d“) dt = /_ :O ( /_ :O F(£)0 (%) o 2imut dt) du

2.D Démontrer que f(0) = - F(f)(u) du.

— 0o

En déduire en utilisant la fonction h : t — f(z +1t), que

+oo
Ve eR, f(z) = F(f)(u)e* ™" du (2.1)

— 00

Cette formule permet de reconstruire le signal f & partir de sa transformée de Fourier F(f).

2.E Une application

0
2.E.1 Calculer / exp(t(1 — 2miz) dt.

1
2.E.2 En déduire que F(f)(x) = T dn2gs POWr @ eR.
+o0 e2imux 1
2.E.3 Justiﬁer alOrS que Vx S R, /_Oo m du = 567‘53‘.

Cas de fonctions périodiques

n

Pour tout entier naturel n, on note S, la fonction définie sur R par Vo € R, S, (z) = Z e?mike

k=—n
Soit f : R — C une fonction de classe C* sur R et 1-périodique. On considere :
- la fonction g définie sur [—1,1] par
f(z) — f(0) f'(0)
v - LINO} o) = T LR g0 =22 6(0) = g(-1) = —000)

- la suite de complexes (¢, (f))nez définie par

1/2 4
Vn € Z, cn(f) = / f(x)e 2™ dy



4.A
4.A.1 Montrer que la fonction g est de classe C! sur | — 1, 1[\{0} et continue sur ] — 1, 1[.

1
0
4.A.2 Montrer que la limite de ¢’ en 0 est égale & f2( )
T

4.A.3 En déduire que g est de classe C* sur | — 1, 1].
On admet dorénavant que g est de classe C* sur [—1,1].

1/2
4.B Soit n € N. Calculer I'intégrale / Sp(x) du.
-1/2
4.C Démontrer que
11 _sin((2n + 1)7x)
Vn eN, Vo € {—2, 2} \ {0}, Sp(x)= sin(rz)
4.D Justifier que
n 1/2
Vn € N, Z cr(f) = f(0) —|—/ g(x)sin((2n + 1)7wz) dx
k=—n 71/2

4.E A l'aide d’une intégration par parties, montrer 'existence d’un réel C' tel que

C
2n+1

1/2
/ g(x)sin((2n + 1)7wx) dx
—1/2

Vn €N, <

4.F Soit t € [-1/2,1/2]. On considére la fonction G définie sur [—1/2,1/2] par

11

Vz € {75, 5} , Gi(z) = f'(x + t)sin(rz) — (f(z +t) = f(¢))7 cos(ma)

Etablir I'existence d’un réel D, indépendant de x et de de ¢, tel que

1 11
v |:_7a7 7Vt |:_777:|7 G <D 2
x € 55 € 5 |G¢(x)] < Dz
4.G Prouver l'existence d’un réel E tel que
11 = _— E
te|—=,= t) — imht] <
e g [0 3 e < 5y

On pourra introduire la fonction hy : x> f(z +1t).



