Un peu de calculs

0 T+ 2

——dx.
o Vx2+4x +8

a. Justifier I'existence de 1.

1. Soit I =

b. Déterminer des réels a, b, c tels que 22 + 4z + 8 = a((bx + ¢)? + 1).
c. Aprés justifications, effectuer le changement de variables g + 1 =tant.

d. Calculer I.
(="

2. Déterminer la nature de la série de terme général u,, = ————

v (=1

On évitera de faire un équivalent, mais on passera plutot par un développement limité de 1

Exercice

Soit I =1[0,1] et E = C°(I,R) l'espace vectoriel des fonctions continues sur I & valeurs dans R.

On munit E de la norme ||.||o définie pour f € E par ||f||o = sup,e;{|f(z)|}
T
Soit f € E. On pose Vx € I,g(z) = exp(—x)/ exp(t) f(t)dt.
0
1. a. Démontrer que l'application ¢ : f — ¢(f) = g est un endomorphisme de E.

b. Calculer exp(—x)/ exp(t)dt .
0

c. En déduire que 'application ¢ est continue de (E, ||.||oc) dans (E, ||.]|co)-
2. On consideére la suite de fonctions définie par fo =1 et Vn € N, f,11 = ¢(fn).

a. Montrer que pour tout z € R, |f,(x)| < (1 —e~ 1)

b. En déduire que la série Y f,,(z) est absolument convergente.

c. Démontrer que pour tout n € N, f,, 1 est dérivable sur [0, 1] et exprimer f; ,,(x) en fonction
de fn(x) et de fn-‘rl(x)'

d. En déduire que la série Y f] (x) est convergente et calculer sa somme.

Probléme 1 :

Dans tout le probleme, les suites considérées sont a valeurs réelles.

Partie A

On consideére la suite définie pour tout entier naturel n > 1 par

—_



1
Démontrer que pour tout entier n > 1, ag,, — ap = 5
En déduire la nature de la suite (ay,).

Démontrer que a, — 1 <Ilnn < a, pour n > 1.

En déduire un équivalent de a,, au voisinage de +oo.

A

On pose pour n > 1, b, = a,, — Inn. Montrer que la suite (b,) est convergente.

On note ~v sa limite.

6. Donner un équivalent de a,, — Inn — « lorsque n tend vers +oc.

Partie B

A toute suite (uy,), on associe la suite (v,) définie par

On dit que la suite (u,) converge au sens de Cesaro si la suite (v,) converge.

1. Soit (u,) une suite de limite nulle et & > 0.

a. Montrer qu’il existe ng € N* tel que

1 [ 1 [ &
Vn}no,g (;uk> —e< v, < - (kzluk> + .

b. En déduire que la suite (v,) converge vers 0.
c. Enoncer puis démontrer la généralisation du résultat précédent au cas ou (u,) converge vers

040.

n 1 n
2. On considére la suite définie par 1 =1 et Vn € N* z,,,1 = %
Ty

Montrer que Vn > 2,0 < x,, < 1.

a.
b. Montrer que la suite (x,) est décroissante.

c. La suite (z,,) est-elle convergente ? Si oui, déterminer sa limite.
d. Vérifier que pour tout n € N*,
1 11
Tn+1 T B 1+ T
1 1 n
e. Pour tout n > 1, on pose u,, = ——etv, = Zk_l Uk

Tn+1 T
Montrer que (u,,) converge vers 1.

f. Exprimer v,, en fonction de x, 1 et x,, et en déduire un équivalent de z,, au voisinage de +oc.
3. On suppose qu’une suite (wy,) est telle que (w41 — wy) est convergente vers un nombre £.
. W, ;. ..
a. Montrer que la suite (—) converge et préciser sa limite.
n
b. Etudier la nature de la suite (w,,) lorsque £ # 0.

c. Que peut-on dire dans le casou £ =07

. IR
4. Soit a € R. Dans cette question, on pose pour n > 1, u,, = sinna et v,, = — g Uk
n
k=1

a. Etudier la nature des suite (u,) et (v,) lorsque o = 0[n].



b. Pour n > 1, on pose ¢, = cosna. Exprimer u,o — u, en fonction de ¢,11 et upt2 + uy, en

fonction de wp41.
c. On suppose dans cette question que o # 0[r].

i. On fait 'hypothése que la suite (u,) converge. Démontrer que la suite (¢,) converge

également et préciser les limites de (u,) et de (¢,).
ii. Conclure quant & la convergente de la suite (uy,).
iii. Montre que la suite (v,,) converge et déterminer sa limite.
5. Dans cette question, on suppose que la suite (u,,) est croissante et que la suite (v,) converge.
a. Démontrer que pour tout n > 1, up41 < 2vg, — vy,

b. Etablir la convergence de la suite (u,) et préciser sa limite.

Probléme 2 :

Dans tout ce probléeme, on fixe d € N*.

Pour z = (z1,...24) € R%, on pose ||z|, = (Zx?)l/z
j=1

On définit B = {z € RY|||z|, = 1}.

Pour A € M,4(K), on définit : |[|Al|| = sup,ep(||Az],).

1. Montrer que l'application A — ||| A]|| est bien définie de M4(R) dans R4 et que cette application
est une norme sur M4(R).

2. Soit A une matrice symétrique dans My(R).

a. En utilisant une matrice orthogonale adaptée, montrer que [[|A[| = supycg,(a) [A| ot Sp(A)

désigne I’ensemble des valeurs propres de A.
b. En déduire que |Tr(A)| < d||All|.
3. Soient A et B deux matrices de My(R).
a. Montrer que [|ABI[| < [[A[[[[ Bl

n
b. Montrer que la série 37 —- est convergente dans My(R).
n!

On note exp(A) sa somme.

c. Montrer que si A et B commutent, alors exp(A + B) = exp(A) exp(B).

1 1 1 1
4. On pose I = 0 , J = 0 , K = 0 et L = 0 .
0 1 0 -1 1 0 11

a. Calculer les exponentielles de I, J, K et L.
b. Pour § € R, on pose M = cos(0)J + sin(f) K. Montrer que M? = I.
c. En déduire que pour tout s € R, exp(—sM) = ch(s)I—sh(s)M et que Tr(exp(—sM)) = 2ch(s).
5. Soit A un élément de My4(R). Pour tout x € R% on considére la fonction ¢, : t — exp(—tA)x
définie sur R.
Montrer que pour tout # € R, ¢, est une fonction C'(R,R%) et qu'elle est 1"unique solution de
Péquation différentielle y'(t) + Ay(t) = 0 telle que y(0) = «.



