Exercice -

L. u, = o(n!) signifie lim, .., “% = 0 Les suite e” = o(n!) d’aprés les croissances comparées. Par contre
n! < n™ donc n™ n’est pas négligeable devant n!.

2. a estun réel strictement positif donné . On considere la fonction f, : * — f,(z) = a}rl
1

(@) fa estlacomposéedex — a+ etz — ; quisont C*° ,eta+ x> 0lorsque z € [0, 1]

®) Yz el01], f{) = ((a+2)"H)™ = (=1)"n!(a+=2)"1~". On a donc
donc

f(gn) (l’)‘ = (a+:)!n+1 < mTzLJ!H

18 |oo = 22k

(c) lafonction f, appartient elle a F' lorsque % = o(n!) donc lorsque a > 1

3. Soient f, g deux fonctions qui appartiennent & F' et A, u deux scalaires réels. Vz € [0, 1],
Af +ug) (@) = A (@) + pg™ ()
NS +19) Moo < MM loo + 1l 119" l|oo = o(n!)
Ainsi F' est stable par combinaison linéaire et donc F' est un sous espace vectoriel de E.

4. (a) Soitz € [0,1].
Appliquons I’'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction f & 1’ordre n entre 0 et

n (k) X 2—0)nt+1 n
F(@) = Shoo L (@ - 0)F| < SO sup(| 1O @)t € [0, 1)

Done Va € [0,1], |f(2) — Pa(@)| < gy sup(| TV (#)] , € [0,1]) , done

15 s
_Pn o0 <7
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(b) lim(H(nT)!) = 0donc lim||f — P,||e = 0. Ainsi Vz € [0, 1], lim | f(z) — P,(z)] =0

(c) Pour la fonction f, lorsque @ > 1, on a
n

(D! N~ (DR 4
Pn(af)zz sy :Z Pt

k= k=0
Donc
li P, _ = (_1)k k _ _ 1
i Pale) =3 et = fal@) = o
—1)* .
On retrouver ce résultat plus simplement en remarquant que sza (aklﬁl b = % ;;’E(’(T’)k = %1 ji
puisque
—x T 1
=-<-<1
a a” a




1. (a) Montrons que la droite d’équation x = % est axe de symétrie du graphe : pour tout z €]0, 1|
1

f(1—2) =e(-00-2-1) = f(g)
d’ou le résultat. On peut aussi prouver que f(3 + ) = f(3 — )

(b) pour z €]0,1] f'(z) = 2(1 1)2 f(x) f est donc croissante sur ]0, 1] et décroissante sur [1,1].
lim, o f(z) =0 = lim,_; f(x)
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2. (a) festdeclasse C* sur]0,1[ comme composée de 2 — z(z — 1) qui ne s’annule pas sur ]0,1[, z — 1 qui
est C™ sur R*, & — exp(z) qui est de classe C*° sur R.

(b) Montrons par récurrence sur I’entier naturel p que la propriété P(p) : " il existe un polynéme Q) tel

que fP)(z) = %Jc(m) |7 est vraie pour tout entier p.

p= 0¥ €1l O) = f(0) = e Qula) avee Qulo) = 1.
Supposons la propriété vraie pour un entier p — 1 donné: Yz €0, 1[, f?~V(z) = %]5( ): Alors
D — oy Q@) (@@ —1)*7 — Qpi(@).(2p — 2)( (z —1))* %2z - 1) @p-i(r)  —(2z-1)
£ = e = (a(a 1) O (ot 02 e~ 1)
£ () = f() pa (@) (@@ = 1))% = (2p — 2)Q- 1(56)(256 — D -1) - 2z - 1)Qp-1 ()
On obtient bien : (e =1
1) = 2 i

ol @), est la fonction définie par:

Qp(2) = Q) 4 (¥)a*(x — 1)? — (22 = 1)@p—1(2) (2p — 2)x(z — 1) + 1)

On obtient donc un polynéme .

(c) Onremarque que

deg(Qp) < max(deg(Q),_;) +4,deg(Qp-1) +3) = deg(Qp-1) +3
et que deg(Qo) = 0. Donc par récurrence évidente deg(Q,) < 3p

(d) pour tout entier naturel p,

lim f®(z) = lim Qpi(x)f(x)

z—0t z—0t (IZ,’(JI — 1))2P

eXp(ﬁ)

= G0~ zli>0+ z(x — 1)
1
= i 2p = gy = —
@p(0) lim 4™ exp(y) =0 (onaposéy e 1))

par croissance comparée



3. On dispose du théoréme de prolongement de la dérivée: si f est continue sur [a, b], de classe C*! sur]a, b] et si f’
admet une limite en a™ alors f et de classe C! sur [a, b].
On applique ce théoréme a la restriction de f a [0,1/2]. f est continue sur [0,1/2] car lim, .o+ f(z) = O et
f(0) = 0, d’autre part f est C1 sur]0,1/2] et lim,_,o+ f'(z) = 0.
f est continue en 0, et elle est dérivable en O puisque

f(07) = limf(z)y—o- = 0et f(07) = lim f(x),_o+ = 0 donc f est continue en 0 et f(0) =0

F(07) = limf(z)pno- =0et f/(0F) =lim f'(x),—o+ = 0 donc f est dérivableen O et f'(0) =0
f est bien de classe C! sur] — o0, 1/2]. La formule f(1 — z) = f(z) permet de dire que f est de classe C* sur
(3,400

Ce méme théoreme et la méme démarche s’appliquent successivement a f/, f”...., f(*) ...et on montre ainsi que
f estclasse C™ sur R et que ’ @) =0=f»() ‘

Rem : La fonction f atteint son maximum en % qui vaut e~#, la courbe posséde une tangente horizontale en 0 et
en 1 et a du mal a décoller car toutes ses dérivées sont nulles.
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DEVOIR SURVEILLE 4 : UN CORRIGE

Exercice 3

1. a. La composée Inof est définie ssi f > 0. Par ailleurs, la convexité de Inof se traduit par :
YA €[0,1],¥(a,b) € I,Inof(Aa + (1 — A\)b) < Alnof(a) + (1 — A Inof(b) = In(f(a)* f(b)' )
On conclut par croissance de la fonction exponentielle.

I
ch sh . .
— = @ = th qui est croissante.
¢
Donc par caractérisation des fonctions convexes dérivables, In o ch est convexe sur R.

b. La fonction In o ch est définie sur R et dérivable et (Inoch)’ =

Pour tout a < 0, la fonction ¢ — In(t*) = aln(t) est définie et dérivable sur R* . La fonction
In est concave. Comme « < 0, la fonction a/ln est convexe.

c. Soit f une fonction log-convexe. Alors Inof est convexe. On sait que la fonction exp est crois-
sante et convexe et il est facile de vérifier que la composée d’une fonction convexe avec d’une

fonction croissante et convexe est aussi convexe.
Donc f est convexe.

d. Sens direct : soit C' > 0. t — In(f(t)C*) = In(f(t)) + tInC est la somme de deux fonctions
convexes, donc convexe.

Sens réciproque : Soient a < b dans I et A € [0,1]. Pour tout C > 0,
Fha+ (1 = )b)CAFA=Nb < X f(0)C® + (1 — N) f(b)C?
Alors en divisant par C*¢+t(1=Xb on obtient
FQa+ (1 =2)b) < Af(a)C =N 4 (1= N) f(B)CP 2 U=V = Af(a)et + pf (b)e ™

en notant = (1 — \) et ¢ = C*~°.
On souhaite majorer le dernier terme par f(a)f(b)* ne choisissant judicieusement la valeur
de ¢ (donc de C).

a—b
En particulier, pour C = (&) > 0, c’est a dire ¢ = <&), on obtient :
f(a) f(a)
FQa+ (1 =Nb) < Af(a)e + pfb)e™ = f(a)* F(b)' 7
2. a. Soit N € N Par récurrence, F(N) = N(N —1)---2-1- F(0) = N!
b. Par récurrence, F(n +t) = F(t) [[s—:(t + k). ON note II(t) = [[5=1(t + k).
Par convexité de In(F'), comme n — 1 <n <n+t<mn+1 et par inégalité des pentes;
In(F(n)) — In(F(n — 1)) < In(F(n+t)) —In(F(n)) < In(F(n+1)) — In(F(n))
n—(n—1) - n+t—n - n+1l-—n

Done In(25;) < 1/t In(FEFH < (U5 done yinn < In(F(H)TI(#)/n!) < tln(n + 1) donc

n' < FOI(t)/n! < (n+1)%

F(OI(t) ¢
Lorsque n tend vers +o0o, les deux gendarmes de I’encadrement tendent vers 1.
NIN?
t+1)---(t+N)

Finalement, 1 <

Donc F(t)II(t) ~p_s 100 n!nt donc —Ns1oo F(t).



PROBLEME

Partie A : généralités

1.

Par les théoremes opératoires sur les fonctions de classe C*°, f et g sont C* sur R7 et on trouve
bien la formule annoncée.

. Par croissances comparées, g tend vers 0 en 0. On prolonge donc par g(0) = 0. Alors pour ¢ > 0,
g

t)—g(0
et encore par croissances comparées, le taux d’accroissement de g en 0 % tend vers 0
lorsque ¢ tend vers 0F. Donc par définition, g est dérivable en 0 et g’(0) = 0.
—1/t
e
. Pout ¢t > 0, on trouve ¢'(t) = T(l —t). On trouve que g est croissance sur [0, 1] et g décroissante

sur [1, 4o0].

¢ atteint un maximum en 1 égal & e~ .

a. La fonction ¢ — texp—t = g(1/t) est définie et continue sur R*%.. On pose H(z) = [; g(t)dt.
Posons u(t) = —e~! et v(t) = t. Les fonctions u et v sont de classe C* donc par intégration par
parties, H(z) = —exp(—x)(x + 1) +2e~ L.

b. Posons = 1+h. Alors H(z) = —e e ™" (2+h)+2e ' =e Y (1 —h+h%2/2—h3/64+0(h®))(2+

1

B +2 1l =el(z—1)— %(x —1P 4 o((z — 1)3).

a. Soit ¢ > 0. On remarque que (E,,)sietseulementsig(t) = 1/n. Or, g est continue sur Uintervalle
[0,1], g(0) =0 < 1/net g(1) =e~! > 1/n dés que n > 3.
Par théoréme des valeurs intermédiaires, il existe au moins un a,, €]0, 1 tel que g(a,) = 1/n.
De plus, ¢’ est strictement positive sur |0, 1[, donc g est strictement croissante sur [0, 1], donc
injective.
Donc ay, est unique.
Finalement, il existe un unique «, €]0,1[ tel que f(ay,) = t/n.

b. La suite (a;,) est définie de maniére implicite (comme solution d’une équation). La méthode
d’étude de monotonie d’une suite implicite est a connaitre : on utilise la monotonie de g et on

compare les valeurs de g(a,) et de g(an4+1) : ici,

g(ant1) = w1 < 1/n = g(ay,). Comme g est croissante, les antécédents c,11 et v, sont
dans le méme ordre que leurs image et a1 < au,.
La suite (o,) est donc décroissante.
Etant minorée par 0, elle converge vers une limite ¢ > 0.
De méme, on montrerait que la suite (3,,) est croissante (& faire).

c. Soit a,, — £ < 0. De 'égalité g(ay,) = 1/n, par continuité de g et en passant a la limite, on en
déduit que g(¢) = 0. Nécessairement ¢ = 0.
Il en est de méme pour (3,) (& faire).

On en déduit que «,, — 0 et 3, — +o0.

Partie B : Etude d’une courbe paramétrée :

On étudie ici, dans une repere orthonormal d’origine O, la courbe paramétrée définie sur R par le point
M (t) de coordonnées (z(t),y(t)) = (f'(t), g(t)).

1.

Il faut f'(t) = g(t) donc t =1 car tf'(t) = g(t). Réciproquement, ¢t = 1 convient.



x(t)

2. La pente étudiée est p(t) = —= =t. Donc p(t) =g+ 0 et p(t) =400 +00.

y(t)
—1/t
3. On trouve notamment z'(t) = f"(t) = w

Trajectoire de la courbe paramétrée a controler sur la calculatrice ou 'ordinateur.

(1 — 2t) qui change de signe en 1/2.

Partie C : Fonctions définies par des intégrales

1. Par le théoréme du prolongement dérivable :
— [ est continue sur R% et f(t) = 0= f(0) en 0". Donc f est continue sur R.
— fest Ct sur R .
— () = exp(—1/1)

== "7 tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0F.
Donc f est de classe C! sur R, et de plus, f/(0) = 0.

t2

2. a. Ces intégrales sont définies comme intégrales de fonctions continues sur le segment [0, z]. Par
intégration par parties (les fonctions considérées sont de classe C*) :

F(x) =xf(x) —0f(0) — /;tf’(t)dt = ze Y — G(z).

b. Soit > 1. Comme 2z > 0 et g positive, par croissance de I'intégrale, on a G(z) > 0. Soit alors
C= fol g. Alors par la relation de Chasles :

1 x :ztdt
G(z):/gJF/QSCwL/f:CJrlnx.
0 1 1t

c. Alorssiz>1,0<G(z)/x <C/X +In(x)/x.
Le terme de droite tendant vers 0 lorsque x tend vers +o0o par croissances comparées, alors par
théoreme des gendarmes, G(x)/x tend vers 0. Donc G(z) = 0400 ().

Alors,

Flz) =exp(—1/x) + %x) —pstoo L+ 0=1.
x

Et F(z) ~100 T
3. Les solutions de I’équation homogene sont les y(z) = Cexp 1/x pour C € R.
Par variation de la constante, on cherche une solution particuliére de la forme y(z) = \(x) exp(1/z),
ce qui meéne & X (z) = exp(—1/z) = f(x).
Alors les solutions de 1’équation générale sont les y : @ — y(x) = (C + F(z)) - exp(1/x)

Partie D : Etude qualitative d’une équation différentielle

[y

. ug =0.

2. En dérivant on obtient z2y” + (2z + 1)y’ = 2z. En posant x = 0, on obtient u; = 0.
En dérivant & nouveau, z2y" + (4x + 1)y" + 2y’ = 2 et us = 2.

3. Non d’apres les deux questions qui précedent...

4. Soit n € N.

a. Les solutions de (E) sont nécessairement de classe C* et méme de classe C> par récurrence et

en dérivant ’équation.

d’ﬂ
Alors en dérivant n fois, d—n[:vzy’(x)] + 4™ (x) =0 car n > 3.
x



Alors, par la formule de Leibniz :

(@) = > @ L 210/) " @) = 22 (@) + 200y (&) + i — 1D @)
En posant x =0, Vn > 3,u, = —n(n — u,—1.

. Posons pour n > 2 la propriété : P, : "u, = (—1)"n((n — 1)1)?".

P est vraie car uy = 2.

Supposons que P,, est vraie & un rang n > 2. Alors u,41 = —(n + )nu, = (=1)" T (n +
1n2((n = 1)) = (—1)™+ (0 + 1) (n))?.

Donc P, 41 est vraie.

La propriété est donc vraie pour tout n > 2 par récurrence.

Par la formule de Taylor Young, y admet des développemetns limités & tout ordre car y est
C®, et pour tout n € N au voisinage de 0 :

y(x) =
k=0

]'CLL‘k +o(z") = (k — 1)12* + o(z™).
' k=0

e

o

Fin



