
donc
f 0n+1(x) = −e

−x
Z x

0

etfn(t)dt+ e
−x(exfn(x)) = fn(x)− fn+1(x)

P+1
n=0 fn(x)− fn+1(x) est donc une série télescopique convergente car lim fn(x) = 0 ( la série converge)

+1X

n=0

f 0n(x) =

+1X

n=0

(fn(x)− fn+1(x)) = f0(x) = 1
.

Exercice 4

1. un = o(n!) signifie limn!1
un
n! = 0 Les suite en = o(n!) d’après les croissances comparées. Par contre

n! < nn donc nn n’est pas négligeable devant n!.

2. a est un réel strictement positif donné . On considère la fonction fa : x! fa(x) =
1

a+x
(a) fa est la composée de x! a+ x et x 7! 1

x qui sont C
1 , et a+ x > 0 lorsque x 2 [0, 1]

(b) 8 x 2 [0, 1], f (n)a (x) = ((a+ x)−1)(n) = (−1)nn!(a+ x)−1−n. On a donc
$$$f (n)a (x)

$$$ = n!
(a+x)n+1 6

n!
an+1

donc
||f (n)a ||1 = n!

an+1

(c) la fonction fa appartient elle à F lorsque n!
an+1 = o(n!) donc lorsque a > 1

3. Soient f, g deux fonctions qui appartiennent à F et λ, µ deux scalaires réels. 8x 2 [0, 1],
(λf + µg)(n)(x) = λf (n)(x) + µg(n)(x)

||(λf + µg)(n)||1 6 |λ| ||f (n)||1 + |µ| ||g(n)||1 = o(n!)

Ainsi F est stable par combinaison linéaire et donc F est un sous espace vectoriel de E.

4. (a) Soit x 2 [0, 1].
Appliquons l’inégalité de Taylor-Lagrange à la fonction f à l’ordre n entre 0 et x

$$$f(x)−
Pn

k=0
f(k)(0)
k! (x− 0)k

$$$ 6 (x−0)n+1

(n+1)! sup(
$$f (n+1)(t)

$$ , t 2 [0, 1])

Donc 8x 2 [0, 1], |f(x)− Pn(x)| ≤ 1
(n+1)! sup(

$$f (n+1)(t)
$$ , t 2 [0, 1]) , donc

||f − Pn||1 6 ||f
(n+1)||1
(n+ 1)!

(b) lim( ||f
(n+1)||1
(n+1)! ) = 0 donc lim ||f − Pn||1 = 0. Ainsi 8x 2 [0, 1], lim |f(x)− Pn(x)| = 0

(c) Pour la fonction fa lorsque a > 1, on a

Pn(x) =
nX

k=0

(−1)kk!
ak+1k!

xk =
nX

k=0

(−1)k

ak+1
xk

Donc

lim
n!1

Pn(x) =
+1X

k=0

(−1)k

ak+1
xk = fa(x) =

1

a+ x

On retrouver ce résultat plus simplement en remarquant que
P+1

k=0
(−1)k

ak+1
xk = 1

a

P+1
k=0(

−x
a )

k = 1
a

1
1+ x

a

puisque $$$$
−x
a

$$$$ =
x

a
≤
1

a
< 1

Exercice 5
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1. (a) Montrons que la droite d’équation x = 1
2 est axe de symétrie du graphe : pour tout x 2]0, 1[

f(1− x) = e
1

(1−x)(1−x−1) = f(x)

d’ou le résultat. On peut aussi prouver que f( 12 + x) = f(
1
2 − x)

(b) pour x 2]0, 1[ f 0(x) = 1−2x
x2(x−1)2 f(x) f

0 est donc croissante sur ]0, 12 ] et décroissante sur [
1
2 , 1[.

limx!0 f(x) = 0 = limx!1 f(x)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.1

0.2

x

y

2. (a) f est de classe C1 sur ]0, 1[ comme composée de x! x(x− 1) qui ne s’annule pas sur ]0, 1[, x! 1
x qui

est C1 sur R∗, x! exp(x) qui est de classe C1 sur R.

(b) Montrons par récurrence sur l’entier naturel p que la propriété P (p) : " il existe un polynôme Qp tel

que f (p)(x) = Qp(x)
(x(x−1))2p f(x) , ” est vraie pour tout entier p.

p = 0: 8x 2]0, 1[, f (0)(x) = f(x) =
f(x)

(x(x− 1))2×0
Q0(x) avec Q0(x) = 1.

Supposons la propriété vraie pour un entier p− 1 donné: 8x 2]0, 1[, f (p−1)(x) = Qp−1(x)
(x(x−1))2p−2 f(x): Alors

f (p)(x) = (f (p−1))0(x) =
Q0p−1(x)(x(x− 1))2p−2 −Qp−1(x).(2p− 2)(x(x− 1))2p−3(2x− 1)

(x(x− 1))4p−4
f(x)+

Qp−1(x)

(x(x− 1))2p−2
.
−(2x− 1)
(x(x− 1))2

f(x)

f (p+1)(x) = f(x)
Q0p−1(x)(x(x− 1))2 − (2p− 2)Qp−1(x)(2x− 1)(x(x− 1))− (2x− 1)Qp−1(x)

(x(x− 1))2p
On obtient bien :

f (p)(x) =
Qp(x)

(x(x− 1))2p
f(x)

où Qp est la fonction définie par:

Qp(x) = Q
0
p−1(x)x

2(x− 1)2 − (2x− 1)Qp−1(x) ((2p− 2)x(x− 1) + 1)

On obtient donc un polynôme .

(c) On remarque que
deg(Qp) 6 max(deg(Q0p−1) + 4,deg(Qp−1) + 3) = deg(Qp−1) + 3

et que deg(Q0) = 0. Donc par récurrence évidente deg(Qp) 6 3p
(d) pour tout entier naturel p,

lim
x!0+

f (p)(x) = lim
x!0+

Qp(x)

(x(x− 1))2p
f(x)

= Qp(0)× lim
x!0+

exp( 1
x(x−1) )

x(x− 1)2p

= Qp(0) lim
y!−1

y2p exp(y) = 0 ( on a posé y =
1

x(x− 1)
)

par croissance comparée
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3. On dispose du théorème de prolongement de la dérivée: si f est continue sur [a, b], de classe C1 sur ]a, b] et si f 0
admet une limite en a+ alors f et de classe C1 sur [a, b].
On applique ce théorème à la restriction de f à [0, 1/2]. f est continue sur [0, 1/2] car limx!0+ f(x) = 0 et
f(0) = 0, d’autre part f est C1 sur ]0, 1/2] et limx!0+ f

0(x) = 0.
f est continue en 0, et elle est dérivable en 0 puisque
f(0−) = lim f(x)x!0− = 0 et f(0+) = lim f(x)x!0+ = 0 donc f est continue en 0 et f(0) = 0
f 0(0−) = lim f 0(x)x!0− = 0 et f 0(0+) = lim f 0(x)x!0+ = 0 donc f est dérivable en 0 et f 0(0) = 0
f est bien de classe C1 sur ]−1, 1/2]. La formule f(1− x) = f(x) permet de dire que f est de classe C1 sur
[ 12 ,+1[
Ce même théorème et la même démarche s’appliquent successivement à f 0, f 00,..., f (k) ...et on montre ainsi que
f est classe C1 sur R et que f (p)(0) = 0 = f (p)(1)
Rem : La fonction f atteint son maximum en 1

2 qui vaut e
−4, la courbe possède une tangente horizontale en 0 et

en 1 et a du mal a décoller car toutes ses dérivées sont nulles.

graphe de f sur [−2, 2] zoom sur [0.9, 1.1]
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ln �f f > 0 ln �f
8� 2 [0, 1], 8(a, b) 2 I, ln �f(�a+ (1� �)b)  � ln �f(a) + (1� �) ln �f(b) = ln(f(a)�f(b)1��

)

ln � ch R (ln � ch)0 = ch

0

ch

=

sh

ch

= th

ln � ch R
↵  0 t 7! ln(t↵) = ↵ ln(t) R⇤

+

ln ↵  0 ↵ ln

f ln �f exp

f

C > 0 t 7! ln(f(t)Ct

) = ln(f(t)) + t lnC

a < b I � 2 [0, 1] C > 0

f(�a+ (1� �)b)C�a+(1��)b  �f(a)Ca

+ (1� �)f(b)Cb

C�a+(1��)b

f(�a+ (1� �)b)  �f(a)Ca��a�(1��)b
+ (1� �)f(b)Cb��a�(1��)b

= �f(a)cµ + µf(b)c��

µ = (1� �) c = Ca�b

f(a)�f(b)µ

c C

C =

Å
f(b)

f(a)

ã 1
a�b

> 0 c =

Å
f(b)

f(a)

ã

f(�a+ (1� �)b)  �f(a)cµ + µf(b)c��

= f(a)�f(b)1��.

N 2 N F (N) = N(N � 1) · · · 2 · 1 · F (0) = N !

F (n+ t) = F (t)
Q

n

k=1(t+ k) ⇧(t) =
Q

n

k=1(t+ k)

ln(F ) n� 1 < n < n+ t < n+ 1

ln(F (n))� ln(F (n� 1))

n� (n� 1)

 ln(F (n+ t))� ln(F (n))

n+ t� n
 ln(F (n+ 1))� ln(F (n))

n+ 1� n

ln(

n!
(n�1)! )  1/t ln(F (n+t)

n!  ln(

(n+1)!
n! y lnn  ln(F (t)⇧(t)/n!)  t ln(n + 1)

nt  F (t)⇧(t)/n!  (n+ 1)

t

1  F (t)⇧(t)

n!nt

 (1 + 1/n))t

n +1

F (t)⇧(t) ⇠
n!+1 n!nt

N !N t

(t+ 1) · · · (t+N)

!
N!+1 F (t).



C1 f g C1 R⇤
+

g 0

+ g(0) = 0 t > 0

g
g(t)� g(0)

t
t 0

+ g g0(0) = 0

t > 0 g0(t) =
e�1/t

t3
(1�t) g [0, 1] g

[1,+1[

g 1 e�1

t 7! t exp�t = g(1/t) R⇤
+ H(x) =

R
x

1 g(t)dt

u(t) = �e�t v(t) = t u v C1

H(x) = � exp(�x)(x+ 1) + 2e�1

x = 1+h H(x) = �e�1e�h

(2+h)+2e�1
= e�1

(1�h+h2/2�h3/6+o(h3
))(2+

h) + 2e�1
= e�1

(x� 1)� e�1

6

(x� 1)

3
+ o((x� 1)

3
)

t > 0 (E
n

)sietseulementsig(t) = 1/n g

[0, 1] g(0) = 0 < 1/n g(1) = e�1 > 1/n n � 3

↵
n

2]0, 1[ g(↵
n

) = 1/n

g0 ]0, 1[ g [0, 1]

↵
n

↵
n

2]0, 1[ f(↵
n

) = t/n

(↵
n

)

g

g(↵
n

) g(↵
n+1)

g(↵
n+1) =

1

n+ 1

< 1/n = g(↵
n

) g ↵
n+1 ↵

n

↵
n+1  ↵

n

(↵
n

)

0 ` � 0

(�
n

)

↵
n

! `  0 g(↵
n

) = 1/n g

g(`) = 0 ` = 0

(�
n

)

↵
n

! 0 �
n

! +1

O R⇤
+

M(t) (x(t), y(t)) = (f 0
(t), g(t))

f 0
(t) = g(t) t = 1 tf 0

(t) = g(t) t = 1



p(t) =
x(t)

y(t)
= t p(t) !0+ 0 p(t) !+1 +1

x0
(t) = f 00

(t) =
exp(�1/t)

t4
(1� 2t) 1/2

f R⇤
+ f(t) ! 0 = f(0) 0

+ f R+

f C1 R⇤
+

f 0
(t) =

exp(�1/t)

t2
t 0

+

f C1 R+ f 0
(0) = 0

[0, x]

C1

F (x) = xf(x)� 0f(0)�
Z

x

0
tf 0

(t)dt = xe�1/x �G(x).

x � 1 x � 0 g G(x) � 0

C =

R 1

0 g

G(x) =

Z 1

0
g +

Z
x

1
g  C +

Z
x

1

dt

t
= C + lnx.

x � 1 0  G(x)/x  C/X + ln(x)/x.

x +1
G(x)/x G(x) = o+1(x)

F (x)

x
= exp(�1/x) +

o(x)

x
!

x!+1 1 + 0 = 1.

F (x) ⇠+1 x

y(x) = C exp 1/x C 2 R
y(x) = �(x) exp(1/x)

�0
(x) = exp(�1/x) = f(x).

y : x 7! y(x) = (C + F (x)) · exp(1/x)

u0 = 0

x2y00 + (2x+ 1)y0 = 2x x = 0 u1 = 0

x2y000 + (4x+ 1)y00 + 2y0 = 2 u2 = 2

n 2 N

(E) C1 C1

n
dn

dxn

[x2y0(x)] + y(n)(x) = 0 n � 3



dn

dxn

[x2y0(x)] =
nX

k=0

Ç
n

k

å
dk

dxk

[x2
](y0)(n�k)

(x) = x2y(n+1)
(x) + 2nxy(n)(x) + n(n� 1)y(n�1)

(x).

x = 0 8n � 3, u
n

= �n(n� 1)u
n�1.

n � 2 P
n

: ”u
n

= (�1)

nn((n� 1)!)

2
”

P2 u2 = 2

P
n

n � 2 u
n+1 = �(n + 1)nu

n

= (�1)

n+1
(n +

1)n2
((n� 1)!)

2
= (�1)

n+1
(n+ 1)(n!)2

P
n+1

n � 2

y y

C1 n 2 N

y(x) =
nX

k=0

u
k

k!
xk

+ o(xn

) =

nX

k=0

(k � 1)!xk

+ o(xn

).


