DEVOIR SURVEILLE 3

Vendredi 9 novembre 2018
L’usage des calculatrices n’est pas autorisé

Vous attacherez la plus grande importance a la clarté, a la précision et d la concision de la Tédaction,
méme si tout résultat qui n’est pas explicitement dans le cours de MPSI ou de MP doit étre démontré.
St vous repérez ce qui semble étre une erreur d’énoncé, signalez le sur votre copie et poursuivez votre

composition en expliquant les Taisons des initiatives que vous avez été amené d prendre.

Consignes a respecter sous peine d’étre pénalisé :
e Utiliser des copies doubles.
e Changer de feuille/copie & chaque exercice ou partie d’un probléme.
e Faire clairement apparaitre le numéro (et le cas échéant la partie) de la question traitée.

e Souligner les résultats intermédiaires dans une démonstration a tiroirs.

e Faire une phrase de conclusion répondant clairement & la/les question(s) posées,

| et encadrer le résultat. |

Exercice 1

On note F V'espace vectoriel des applications continues de [—1,1] dans R.

1
On pose, ¥ f € B, Noc(f) = sup |f()| et Na() =/ [ fP(a)a
-1

ze[—1,1]
1. a. Démontrer que N, et Ny sont deux normes sur F.
b. Démontrer qu’il existe k > 0 tel que, pour tout f de E, Nao(f) < kN (f).
c. Démontrer que tout ouvert pour la norme Ny est un ouvert pour la norme N.

2. Démontrer que les normes Ny et N, ne sont pas équivalentes.
Exercice 2

1. a. Rappeler la définition d’un compact K d’un espace vectoriel normé (E, N).
b. Quels sont les ensembles compacts d’un espace vectoriel E de dimension finie 7

c. Soit K un compact de E et (2, )nen € K.
Montrer que (z,,)nen converge si et seulement si (2, )peny admet une unique valeur d’adhérence.

2. Montrer que l'ensemble GL,,(C) est un ouvert de M, (C).



Probléme

On note, pour n entier tel que n > 2, M,,(R) l'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients

réels. On s’intéresse dans ce probléme, a travers divers exemples, a la réduction de matrices par blocs du
type

A bA
(aA dA) € Mo, (R) ou A € M, (R) et a,b, c,d sont quatre réels non tous nuls.
c

On rappelle qu’un produit de matrices par blocs se fait de maniére similaire & un produit classique :
A B\ (A B\ [(AA+BC" AB'+ BD'
¢ p)\c¢" D) \CA'+DC'" CB +DD
(chaque matrice bloc étant une matrice de M, (R)).
On pourra utiliser sans démonstration que si P € GL,(R), A et B sont deux matrices de M, (R) et T
est un polynéme, A = P~'BP = T(A) = P~'T(B)P.

A

B
On rappelle que si A, B, C sont des matrices de M, (R), det (0 C’) = det(A) det(C).

Questions préliminaires

L’objectif est de démontrer le résultat suivant : « une matrice M € M,,(R) est diagonalisable sur R si et
seulement §’il existe un polynéme P scindé sur R, & racines simples, vérifiant P(M) = 0 ».
Pour cela, on considére une matrice M € M, (R) et on note v ’endomorphisme de R™ canoniquement
associé a M.

Q1. On suppose que u est diagonalisable et on note Aq,..., A, (p > 1) les valeurs propres distinctes de

u. Démontrer que le polyndme P = (X — A1) ... (X — A,) est annulateur de w.

Q2. Réciproquement, on suppose que i1, ..., t, sont r nombres réels distincts (r > 1) tels que
Q= (X—pu1)... (X —p) est un polynéme annulateur de u. En utilisant le lemme des noyaux, dé-

montrer que u est diagonalisable sur R et que le spectre de u est inclus dans 'ensemble {p1, ..., tir}-

b
Un exemple ou la matrice “ est diagonalisable sur R
c

4 2

Q3. On suppose que V = ( 3 1

) . Démontrer que V' est diagonalisable sur R et donner une matrice

inversible P que l'on notera P = (a §> et une matrice diagonale D vérifiant V = PDP~! (on
v

précisera P~1).
aol, pBI,

Q4. Soit A € M, (R). On pose alors la matrice par blocs @ = ( I sl
Vin n

). Justifier que la matrice

24

Q est inversible, donner la matrice Q! et démontrer que la matrice ( 34 4

) € My, (R) est

A 0
0 2A> EMQn(R).

Q5. On suppose que la matrice A est diagonalisable sur R, ce qui signifie qu’il existe une matrice R

semblable a la matrice B = (

inversible et une matrice A diagonale tells que A = RAR™'. Calculer le produit de matrices par

(o )2 5)

blocs



Q6.

4A 2A
Que peut-on en déduire pour la matrice ?
—-3A4 -A

On se propose de démontrer la réciproque du résultat précédent. On suppose que la matrice

44  2A
<—3A —A
matrice, calculer T'(A). Donner une condition nécessaire et suffisante sur la matrice A pour que la

4A 2A
matrice soit diagonalisable.
-34 -A

) est diagonalisable. Soit T' un polynoéme scindé a racines simples annulateur de cette

b
Un exemple ou la matrice “ J est trigonalisable sur R

C

3 _
Q7. Démontrer que la matrice £ = (2 1) est trigonalisable sur R et donner une matrice inversible
1 =2 1
P telle que £ =P P
0 1
. , . 3A 24 N .
Q8. Soit A € M,(R), démontrer que la matrice 5 A 4 est semblable a la matrice F =
A =24
0o A )
Q9. On suppose que la matrice F est diagonalisable sur R. Soit U € R[X] un polynéme annulateur de
F, scindé sur R et & racines simples. On note U’ le polynéme dérivé de U.
U(A) —24U'(A
Démontrer que (4) (4) € Ms,(R) est la matrice nulle.
0 U(A)

Q10. Vérifier que le polynéme minimal de la matrice A est X. En déduire la valeur de la matrice A.

. . . . . 3 —2A

Q11. Donner une condition nécessaire et suffisante sur la matrice A pour que la matrice 94 A
soit diagonalisable.

Q12. On suppose que la matrice F' est trigonalisable sur R. Exprimer le polynéme caractéristique de
F en fonction de celui de A. En déduire que F' est trigonalisable sur R si et seulement si A est
trigonalisable sur R.

. . 3 —2A .

Q13. Donner un exemple de matrice A € Ms(R) telle que la matrice 5 A 4 € My(R) ne soit
pas trigonalisable sur R.

Applications

Q14. Soit u un endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique (e1, ez, e3,e4) de R* est

= O N W
N = RN
N W k= O

1
2
2
4

Déterminer deux sous-espaces vectoriels de dimension 2 stables par u.

On pourra s’inspirer de la question Q4.



Q15.

Q16.

En adaptant la démarche présentée dans le premier exemple de ce probleme, démontrer que la

matrice

S N O
N O e O
S = O N
= O N O

est diagonalisable sur R. Déterminer une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles
que M = PDP 1.

Utiliser la question Q15 pour donner les solutions du systeme différentiel de fonctions inconnues

T1,Ts, T3, x4 de la variable réelle ¢ :

x) = 4daq + 2z
xhy = 4dxo + 234
xh = 2z + das

xly = 2o + 4y

(on ne demande pas de détails).

Fin
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Probléme 1

Dans ce probleme, pour toute matrice M € M, (C) et tout couple (¢, k) d’entiers compris entre 1 et p,
on note M[{, k] le coefficient situé dans la ¢-iéme ligne et la k-iéme colonne de la matrice M.

On note || M||o = max(gpyen,p2 ML, E]|.

Ainsi, dans la base des matrices élémentaires Eyj (matrice dont tous les coefficients valent 0, sauf celui
situé en place (£, k), qui vaut 1), une matrice M s'écrit M = S0_ S0 _ M, k|E .

On note s le polynome caractéristique de M. On note ax (M) le coefficient de son mondéme de degré k,
de sorte que xar = Y0_ ar(M)XF* avec a,(M) =1 et ag(M) = (—1)P det(M).

On note Sp(M) le spectre complexe de M.

1. Soit 7' une matrice triangulaire de M, (C).
/
Pour tout entier strictement positif n on pose : T,, =T + Zle —Eg .
n

a. Calculer la limite, quand n tend vers l'infini, de la différence T, [i, i] — T, [k, k] de deux coefficients
diagonaux de T,.

b. Démontrer qu’il existe un entier IV tel que, pour tout n > N, les coefficients diagonaux de T,
soient deux a deux distincts.

2. En déduire que 'ensemble des matrices diagonalisables de M,,(C) est dense dans M,,(C)
Pour tout polynéme Q = S F_ by X" de C,[X], on note ||Q|[1 = S°0_, |bxl-

3. Soit M € M,(C) et p € Sp(M).
a. Que vaut xps(p) ? En déduire successivement les inégalités :

(1) : [plP < max{1, |u|P ="} 020 law(M)], (I2) - max{L, [P} < max{1, [P~} Yo7 ax(M)]
et (Is) : |ul < lIxall1-



b. En déduire que, pour toute matrice N € M, (C) telle que ||[xn — xm|[1 <1, 0n a:
VA € Sp(N), [Al < 2[|xall1-

4. Soit (My,)nen une suite convergente de matrices de M, (R), de limite M.
On admet qu’il existe un rang N tel que

Vn > N,||lxm, —xmlli <1

On suppose que, pour tout n € N, le polynoéme caractéristique de M,, est scindé dans R[X], c’est

a dire qu’il admet p racines réelles Ay ..., Ap, distinctes ou non :

P
XM, = H(X — Akeyn)-
k=1

a. Justifier lexistence d’une suite convergente extraite de la suite ((A1p, ..., Ap.n))nen-
b. En déduire que le polyndme caractéristique de M est scindé dans R[X].
5. Soit D,(R) 'ensemble des matrices M de M, (R) qui sont diagonalisables dans R.

a. Démontrer que 'adhérence de D, (R) est ’ensemble des matrices de M, (R) dont le spectre est

inclus dans R.

b. Montrer que si le polynéme caractéristique d’une matrice M de D,(R) n’est pas scindé a racines

simples, alors il existe une suite de matrices non diagonalisables convergeant vers M.

Probléme 2

On note, pour n entier tel que n > 2, M,,(R) l'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients

réels. On s’intéresse dans ce probléme, a travers divers exemples, & la réduction de matrices par blocs du

type
aA DA N i
4 dA € My, (R) ou A € M, (R) et a,b, c,d sont quatre réels non tous nuls.
c

On rappelle qu’un produit de matrices par blocs se fait de maniére similaire & un produit classique :
A B A" B\ (AA +BC" AB'+BD’
¢ DpD)\c¢" D) \CA+DC'" CB +DD

(chaque matrice bloc étant une matrice de M,,(R)).

On pourra utiliser sans démonstration que si P € GL,(R), A et B sont deux matrices de M, (R) et T
est un polynéme, A = P~'BP = T(A) = P~'T(B)P.

On rappelle que si A, B, C sont des matrices de M,,(R), det (gl g) = det(A) det(C).

Questions préliminaires

L’objectif est de démontrer le résultat suivant : « une matrice M € M,,(R) est diagonalisable sur R si et
seulement s'il existe un polynéme P scindé sur R, & racines simples, vérifiant P(M) = 0 ».
Pour cela, on considére une matrice M € M, (R) et on note u 'endomorphisme de R” canoniquement

associé a M.



Q1. On suppose que u est diagonalisable et on note Aq,..., A, (p > 1) les valeurs propres distinctes de
u. Démontrer que le polyndéme P = (X — A1) ... (X — A,) est annulateur de w.

Q2. Réciproquement, on suppose que i, .. ., ti, sont r nombres réels distincts (r > 1) tels que

Q= (X—pu1)...(X —p,) est un polynéme annulateur de u. En utilisant le lemme des noyaux, dé-

montrer que u est diagonalisable sur R et que le spectre de u est inclus dans I'ensemble {p1, . .., pi }.

b
Un exemple ou la matrice “ est diagonalisable sur R
c

4 2

Q3. On suppose que V = ( 3 1

) . Démontrer que V est diagonalisable sur R et donner une matrice

a
inversible P que l'on notera P = ( h

5) et une matrice diagonale D vérifiant V = PDP~! (on
Y

précisera P71).

O‘In Bln

Q4. Soit A € M, (R). On pose alors la matrice par blocs @ = ( I 51
Yin n

>. Justifier que la matrice

4A 24

Q est inversible, donner la matrice Q! et démontrer que la matrice ( A 4

) € My, (R) est

A 0

semblable a la matrice B =
0 24

) S Mgn(R)

Q5. On suppose que la matrice A est diagonalisable sur R, ce qui signifie qu’il existe une matrice R

inversible et une matrice A diagonale tells que A = RAR™!. Calculer le produit de matrices par

(o 2)? (0 )

4A  2A
Que peut-on en déduire pour la matrice ?
—-3A -—-A

Q6. On se propose de démontrer la réciproque du résultat précédent. On suppose que la matrice

blocs

4A 2
( 34 ) est diagonalisable. Soit T" un polynome scindé a racines simples annulateur de cette
matrice, calculer T(A). Donner une condition nécessaire et suffisante sur la matrice A pour que la

4 2A
matrice soit diagonalisable.
-34 -A

b
Un exemple ou la matrice “ g est trigonalisable sur R
c

3
Q7. Démontrer que la matrice £ = (2 1) est trigonalisable sur R et donner une matrice inversible

1 -2
PtellequeE:P(o 1>P1.

34 24

8. Soit A € M,(R), démont 1 tri
Q oi (R), démontrer que la matrice <2A 4

()

) est semblable a la matrice F =



Q9. On suppose que la matrice F est diagonalisable sur R. Soit U € R[X] un polynéme annulateur de
F, scindé sur R et a racines simples. On note U’ le polynome dérivé de U.
U(A) —24U'(A
Démontrer que (4) (4) € My, (R) est la matrice nulle.
0 U(A)
Q10. Vérifier que le polynéme minimal de la matrice A est X. En déduire la valeur de la matrice A.
—2A

Q11. Donner une condition nécessaire et suffisante sur la matrice A pour que la matrice <2A A >
soit diagonalisable.

Q12. On suppose que la matrice F' est trigonalisable sur R. Exprimer le polynéme caractéristique de
F en fonction de celui de A. En déduire que F' est trigonalisable sur R si et seulement si A est
trigonalisable sur R.

. . 3 —2A .

Q13. Donner un exemple de matrice A € Ms(R) telle que la matrice " 4 € My (R) ne soit
pas trigonalisable sur R.

Applications

Q14. Soit u un endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique (e1, e, e3,e4) de R* est

1 3 2 6
2 2 4 4
M =
2 6 1 3
4 4 2 2
Déterminer deux sous-espaces vectoriels de dimension 2 stables par wu.
On pourra s’inspirer de la question Q4.

Q15. En adaptant la démarche présentée dans le premier exemple de ce probleme, démontrer que la

matrice

4 0 2 0

0 4 0 2

M =

2 0 4 0

0 2 0 4
est diagonalisable sur R. Déterminer une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles
que M = PDP~1.

Q16. Utiliser la question Q15 pour donner les solutions du systeme différentiel de fonctions inconnues

T1,Ts, T3, x4 de la variable réelle ¢ :

x) = 4xq + 2x3
xh = dxg + 21y
alh = 2z + 4xg

xly = 29 + 4y

(on ne demande pas de détails).

Fin



Un corrigé

Probléme

Questions préliminaires

Q.1

Par hypothese, il existe une base de R™ dans laquelle u est représenté par D = diag(dy,...,d,)
ou les d; sont tous des valeurs propres de w (il suffit de choisir une base de diagonalisation). P(u)
est alors représenté par P(D) = diag(P(dy),...,P(dy)). Chaque d; étant racine de P, on conclut
que P(D) =0 et donc que P(u) = 0.

‘P = (X —A1)...(X —\p) est annulateur de u‘

Les p; étant deux a deux distincts, les polynémes X — p; sont premiers entre eux deux a deux.
Par lemme des noyaux,
-
ker(Q(u)) = @ker(u — pilId)
i=1
@ annulant u, cet espace est égal a R™ tout entier. En ne conservant que les p; tels que ker(u —
wild) # {0} et en concaténant des bases de ces espaces, on obtient une base de R™ dans laquelle
u est représenté par une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux font tous partie des ;.

Ainsi,

u est R-diagonalisable et Sp(u) C {p1,..., pr} ‘

b
Un exemple ou la matrice “ J est diagonalisable sur R

Q.3

Q.4

C

Onayy =X2-3X+2=(X—1)(X —2) et les valeurs propres de V sont donc 1 et 2. Il y a deux
valeurs propres et on est en dimension 2 et ainsi V' est diagonalisable & sous-espaces propres de

dimension 1. Comme (2, —3) et (1,—1) sont propres, ils engendrent chacun un sous-espace propre.

On a
-1 -1
V=pPDP ' avecD = " , P= 2 , P = !
0 2 -3 -1 32

En faisant un produit par bloc, on vérifie que @ est inversible d’inverse

I, -1
-1 _ n n
“ _(:ﬂn 21")

(il suffit de vérifier que QQ~! = I5,,). Un produit par blocs montre alors que

(44 24N (A 0
@ <3A A)Q_<0 QA)

ce qui donne la similitude voulue.

R*loBRo_RflAR 0 (A0
0 R! 0 R} 0 2R-1AR) \0 2A

A est semblable & B elle méme semblable & une matrice diagonale. Par transitivité de la relation

On obtien

de similitude,



—-34 -A

4A 24
< ) est diagonalisable

Q.6 On a vu que
4A4 24
=0OBO !
(SA A) @BQ
Appliquons le polynéme T' qui annule la matrice de droite :

0=QT(B)Q™"

En multipliant par Q! & gauche et @ a droite, on conclut que T(B) = 0.

On montre par une récurrence immédiate que B* = diag(A*, (2A4)*) et en combinant linéairement,
T(B) = diag(T'(A),T(24)).

On en déduit alors que

TA) =0
Ainsi , A est diagonalisable puisqu’elle est annulée par un polynéme scindé simple. Finalement,
4A4  2A
est diagonalisable ssi A I'est
-34 -A

a b
Un exemple ou la matrice J est trigonalisable sur R
c

Q.7 On note f ’endomorphisme canoniquement associé a la matrice £. On a
f(la 1) = (17 1) et f(*].,O) = (737 *2) = 72(17 1) + (*130)

On peut alors obtenir la matrice de f dans la base ((1,1),(—1,0)) et on le traduit matriciellement

1 -2 1 -1 1
PlEP = avec P = , Pl = 0
0 1 1 0 -1 1

I, -1 0 I
Q.14 De maniére similaire a précédemment, Z = (In On) est inversible d’inverse Z~! = ( n)
n

P 34 —2A g A —24
24 —A ~\o A

AR 2k AR
FF =
()

- Clest vrai au rang k = 0 car F* = I,,,.

par

et un calcul par blocs donne

Q.8 Montrons par récurrence que

- Supposons le résultat vrai au rang k. Il suffit alors d’un calcul par bloc pour voir que cela reste
vrai au rang k + 1.
En notant U = ZZ:O ur X*, on en déduit que

UA) V(A d . :
(0 ) UEAD avec V(A)=—2k§kukA’f = 24U (A)

Comme U(F) = 0, on en déduit que

10



U(4) —24U"(A) _
0 U(A) B

Q.9 Ce qui précede montre que U et XU’ annulent A et sont donc multiples du polynéme minimal de
pwa de A (Pensemble des polynomes annulateurs étant 1'idéal engendré par p14). On en déduit que
pa divise U A XU'.

Or, U étant scindé simple, U et U’ sont premiers entre eux (aucun des diviseurs irréductible de U
ne divise U’) et donc U A XU’ =U A X.
Ainsi, pa est un diviseur de X. Or deg(pa) > 1 (un polynéme constant non nul n’annule aucune

matrice) et ainsi pg = X (pa est unitaire). Comme g4 annule A, A est nulle.

‘/LAZXetAZO‘

24 A
voir que A = 0.

3A 24
Q.10 Si < ) est diagonalisable alors F' (qui lui est semblable) lest aussi. On vient alors de

3A 24
Réciproquement, si A = 0 alors <2A 4 ) est nulle est donc diagonalisable.
3A 24
est diagonalisable ssi A =0
24 -—-A

Q.11 xp(A) = det(Alg, — F) est un déterminant bloc triangulaire. Avec la formule rappelée par I’énoncé,

Si F' est trigonalisable alors x g est scindé et tout diviseur de yr l'est donc aussi. Ainsi, x4 est
scindé et A est trigonalisable.
Réciproquement, si A est trigonalisable alors y 4 est scindé et donc y g aussi. F' est alors trigona-

lisable.

‘ F est trigonalisable sur R si et seulement si A 1'est ‘

0 -1
Q.12 Soit A = diag(M,0) avec M = ( > On a alors y4 = X" 2(X2+1) qui n’est pas scindé sur

10
R et A n’est donc pas trigonalisable. Avec la question précédente, F' ne 'est pas.

Applications

1 3 A 2A
.13 Si = M = .
Q Si on pose V <2 2), on a <2A ) )

1 2
La matrice (2 1) est diagonalisable. On vérifie aisément que (1,1) et (1,—1) sont vecteurs

I, I I, I
propres. Comme en Q4, on vérifie que Q = ( 2 2 ) est inversible d’inverse Q! = % ( 2 2 )

IQ —IQ -[2 _I2
et que
3V 0
TMQ =
@ @ 0o -V

Cette forme diagonale par bloc montre que les sous-espaces engendré par les 2 premiers (resp. 2
derniers) vecteurs de la nouvelle base (celle formée par les colonnes de @) engendrent un espace

stable par I’endomorphisme .

‘Vect((l,O, 1,0),(0,1,0,1)) et Vect((1,0,—1,0),(0,1,0,—1)) sont stables par u ‘

11



4I, 21,
oI, 4l
que (1,1) et (1,—1) sont vecteurs propres (associés a 6 et 2). Comme en Q4, on vérifie que

I, I I, I
pP=("7? 2 ) est inversible d’inverse P~! = % 2 2 ) et que
I, —I I, —I

PMP — 6, O
0 2I

4 2
Q.14 On a cette fois M = ( ) La matrice (2 4) est diagonalisable et on vérifie aisément

T
T

Q.15 En notant U = 2 , le systéme s’écrit
€T3

U'(t) = MU(t)

Le cours nous apprend que I’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension 4. Si X est
vecteur propre de M associé & \, on vérifie que ¢ — e* X est une solution. La question précédente
donne alors quatre solutions indépendantes qui forment une base de ’ensemble des solutions. La

solution générale est ainsi

0
t— cleﬁ’5 + cze6t + 03€2t 1 + C462t

= O = O
|

O = O

12



