Vendredi 12 octobre 2018

Eléments de correction

PROBLEME 1

Partie 1 : étude d’un cas déja vu en cours...

1.

a. Existence : si © # Og et (z, f(x)) liée, alors f(z) est proportionnel a z. Il existe donc au
moins un A, convenable.

Unicité : si )\g) et )\;(52) conviennent, alors f(x) — f(x) = ()\;1) — )\;2))1: = 0p. Comme z est
supposé non nul, /\g;l) = /\gf).

b. Comme z est non nul, il existe « tel que y = ax. Alors f(y) = A\yy = af(z) = Azaz = \yy.
Par unicité de la question qui précede, Ay = A,.

c. Il existe trois scalaires tels que f(z+y) = Apty(z+y), f(x) = Az et f(y) = A\yy. Par ailleurs,
f@)+f(y) = Apz+Ayy. En écrivant f(z+y) = f(x)+f(y), on obtient, Ayyy(x+y) = Azz+Ayy,
donc (Agty — Az)T + (Az1y — Ay)y = 0. Comme la famille (z,y) est libre, Appy = Az + Ay

d. On avait supposé que Vz € E, I\, € C, f(x) = A\;z. Les questions qui précédent permettent
de montrer que \; est en réalité indépendant de x. Donc IX € C,Vz € E, f(z) = Az. Donc f
est une homothétie et f = Xidg. La famille (idg, f) est effectivement une famille liée.

Quelques applications

. Soit x € E\ {0}. Soit D, = Vect(z). D, est une droite vectorielle. Donc f(D,) C D, c’est a dire

f(z) € D,, donc 3N, € C, f(z) = \,x.
D’apres le paragraphe précédent, f est donc une homothétie.

. Soit € E \ {0}. Soit D, = Vect(z). Soient y, z tels que (x,y, z) forme une famille libre. C’est

possible car dim(E) > 3.

Alors f laisse stable le plan Vect(x, y) et le plan Vect(z, z). Donc f(D,) C Vect(x,y)NVect(x, z) =
D, car Uintersection des deux plans est égale a la droite D, car x,y, z est libre.

D’apres la question qui précede, f est une homothétie.

a. Par contraposée, si f n’est pas une homothétie, il existe g tel que la famille (xq, f(z0)) ne soit

pas liée, donc libre.

b. C’est le théoreme de la base incompléte en dimension finie. Toute famille libre peut étre com-

plétée en une base de I'espace.

c. On rappelle que F' = ker(s — idg) et que G = ker(s + idg). Un dessin est bienvenu si vous
avez le moindre doute.
D’une part, so f(z9) = —f (o) car f(zg) € G = ker(s + idg).
D’autre part, f(s(xo)) = f(xo) car xg € F = ker(s — idg). Ainsi, so f(zg) = —f o s(z) # O
car f(xg # Op car (zo, f(xq)) est libre.
Ainsi, so f # fos.

. Encore un résultat vu en TD. Nous 'avions fait avec une projection : voila la variante avec une

symétrie. Toujours par contraposée, si f n’est pas une homothétie, alors il existe une famille
(20, f(z0)) libre. On peut donc construire une symétrie s qui ne commute pas avec f. Donc f

n’appartient pas au centre de anneau L(E).

. On rappelle qu’il est possible de démontrer ce résultat a I'aide des matrices élémentaires ; ;.

Mais ici, en considérant ’endomorphisme canoniquement associé a A, la traduction géométrique

de cette équivalence est : f est une homothétie si et seulement si fog = go f pour tout g € L(E).



On a montré le sens réciproque dans ce qui précede. Le sens direct n’est pas difficile : si f est
une homothétie, alors 31 € C,Vx € E, f(z) = Az et donc pour tout endomorphisme g de E,
9(f(@)) = g(Aa) = Ag(@) = f(g()).

7. On va montrer que si f stabilise tous les hyperplans, Vz € E, (z, f(x)) est liée. Par absurde, s’il
existe xg tel que (zg, f(zo)) est libre, on peut compléter la famille en une base (xg, f(xo), €3, ... €n).

Alors ’hyperplan Vect(zg, es, . .. e,) n’est pas stable par f... Contradiction et résultat !

Partie 2 : étude du cas général

1. a. L’ensemble A, = {k € N*|(z, f(x),..., f*"1(z)) est libre.} est une partie non vide de N* et
majorée par n par statut de n. Donc A, admet un plus grand élément noté n,. Pour k < n,,
la famille (z, f(z),..., ff=1(x)) est libre car c’est une sous-famille de (z, f(z),..., f*=~1(x))
qui est libre par construction. Par contre, si k > ng, la famille (x, f(z),..., f¥(z)) est liée car

c’est une sur-famille d’'une famille liée. Ainsi, un tel n, existe et est unique.

b. La famille (z, f(z),..., f*=~(x)) est libre et la famille (z, f(x),..., f*(z)) est liée. Donc
f"=(x) est combinaison linéaire des (z, f(z),. .., f"~1(z)), donc appartient & H. Donc f(H) C
H.

2. a. L’ensemble A’ = {n,|x € E\ {Og}} est une partie non vide et majoré par n de N. Il admet
donc un maximum noté p qui est inférieur ou égal a n. Ce maximum est atteint en au moins
un zg.

b. La famille (2o, f(20),..., f? *(z0)) est libre et la famille (xq, f(xo), ..., fP(x0)) est lie. Donc

(w0, f(x0), ..., fP71(20)) est une base de F' = Vect((xo, f(z0), ..., [P 1(x0))) = Vect((wo, f(x0), ..., fP(z0))).
Ainsi, le vecteur — fP(z) se décompose de maniére unique sur cette base, ce qui fournit I’exis-
tence et l'unicité de coefficients ao, ..., a, tels que a, = 1 et SF_, arf¥(zo) = 0p. On pose
alors P =3 apX k qui est unitaire par construction.
Si @ est un polynoéme non nul de degré inférieur ou égal & p — 1, Q(f)(z0) = 3. b f¥(wo) est
une combinaison linéaire des vecteurs de la famille libre (2, f(x0), ..., fP~1(z0)) avec des co-
efficients non tous nuls. Par contraposée de la définition d’une famille libre, cette combinaison
linéaire n’est pas nulle. Donc Q(f)(zg) # 0.

3. a. Nous avons déja montré plusieurs fois que fP(xq) € Vect((xo, f(20),- .-, fP~(z0))). Par ailleurs,
fre(u) € Veet((u, f(u),.... f*(u)). Donc frH(u) € Vect(f(u), f*(u),..., ™ (u)) C
Vect(u, f(u), ..., f 1(u)). Par récurrence, on montrerait que pour tout k > n,, f*(u) €

Vect(u, f(u), ..., ff 1(u)). Ainsi, fP(u) € Vect(u, f(u),... fP=1(u)) car p > ny.
F,, est donc stable par f.

b. La famille (zq, f(20), ..., fP~(zg)) est libre. Donc dim(F,) > p. Mais la famille (zo, f(z0), ..., fP~ (x0), u, f(u), ...
est de cardinal 2p, donc dim(F,) < 2p.

c. Pour définir une forme linéaire sur F),, il suffit de définir ses valeurs sur une base de F,.
Or la famille (zq, f(xo),..., fP"(z0)) est libre. On la compléte en une base B de F,. Soit
j €40,...p—1}. Il existe une forme linéaire ¢, telle que ¢(f7(zo)) =1 et p(e) = 0 pour tout
autre vecteur e de . La famille (¢;);eqo,.. p—1} convient.

4. 0i(fi(a) = @;(fi(zo + M) = & + Ap;(f(u)). Si on note M(z) la matrice composée des
complexes ¢;(f*(z)) pour (i,j) € {0,...,p — 1}, on remarque que A()\) = det(I,, + AM (u)). Par
la formule det(A) = 3 ,cq €(0) [T7—1 @i,0(:), on obtient que chaque produit [T7_; a; o(;) est le
produit d’au plus p polynémes de degré inférieur ou égal & 1 en A. Donc A(X) est bien la somme

de polynomes de degrés inférieurs ou égaux a A, donc un polynoéme de C,[X] en .
De plus, A(0) = det(I,) = 1.



5. On applique la question 1.2 de cette partie au vecteur vy.
6. a. Les ¢; sont linéaires. Il suffit de composer par ¢; I’égalité de la question qui précede.
ao(N) ©o(fP(vx))
b. Si A ¢ Z, A(X) # 0. Notons U la matrice colonne et V= :

ap-1(A) ep—1(fP(vr))
Alors BU = V. De plus, det(B) = A()\) # 0. Donc B est inversible et U = B~V =

t , ,
com(B) - V. Les coefficients de B sont les 8] + Ap;(f*(u)) qui sont des polynémes

1
det(B)
en A. Donc ceux de sa comatrice le sont également.

Donc les coefficients de U qui sont les ax(A) sont bien des fractions rationnelles en .
7. a. Soit ag, . ..,a,—1 complexes tels que Zz;(l) arf¥(vy) = 0. Soit j € [0,p—1]. Alors en composant

par ¢; qui est linéaire, S0~ 1 arp;(f*(vy)) = a; = 0.
La famille est donc libre.

b. Le polynéme Q; = Hg;ék# (f — Br(N)idg) est de degré p—1. D’apreés la question 2.2. de cette
partie, Q;(f)(vx) # Op.
c. Pa(f)(vx) = fP(vn) — ,’;;(1) ar(N) f¥(vy) = 0 d’apres la définition des ay.

Or Py(f)(vx) = [Th=o((f = Be(Nidg) (v2) = ((f = B;(N)idg)oQ;(f)(vx) = (f = B;(Nidg) (0Q; (f)(vx)-
Comme oQ; (f)(vx # Og, ker(f—pB;(N)idg) # Og, donc §; est une valeur propre de f admettant
pour vecteur propre Q;(f)(vy € Fi,.

8. Le spectre d’'un endomorphisme en dimension finie est une partie fini de C, donc bornée.
9. B; est a valeur dans le spectre de fp, , donc bornée par M;.
10. Notons M = max (M; : 7 € {0,...p —1}).Alors |o;| < MP
11. a; est une fraction rationnelle bornée sur C\ Z. Si a; = R ou R et @ sont des polynomes de C[X]

Q
R _

premiers entre eux, il existe une constante M > 0 telle que pour tout z € C\ Z, 06 = M.
z

L’inégalité est vraie pour z ¢ Z. Soit alors zg € Z. La fonction |R| est continue en zg par

composition de deux fonctions continues (I'une est une fonction polynomiale, 'autre la fonction
module) donc admet une limite finie en z5. De méme pour la fonction |@Q|. Au voisinage de 2,
I'inégalité est vraie. Par passage a la limite dans les inégalités, I'inégalité est encore vraie en zg.

Si la fraction admet un pole en zg alors Q(zg) = 0. Comme @ et R sont premiers entre eux, R et

Q@ n’ont pas de racines communes, donc R(zg) # 0. Alors par théoréme opératoires sur les limites,

[R| , , g
tend vers +o0o et n’est pas bornée au voisinage de zg.

Q| "

Par contraposition, comme L): est bornée, () n’admet pas de racines dans C. Par le théoréeme de

d’Alembert-Gauss, @ est donc constant (non nul) et R/Q est donc un polyndme.

Mais alors si ce polynéme «; n’est pas constant, |a;(z)| tend vers +oo lorsque z est réel et tend
vers 4+-00. Donc a;; n’est pas borné. Par contraposition, comme «a; est borné, o; est constant égal
a a;(0).

Donc Py = P. Donc P(f)(u) = 0 comme demandé. Ainsi, P(f) est 'endomorphisme nul et la
famille (idg, f, ..., fP) est liée, donc a fortiori la famille (idg, f,... f™).

PROBLEME 2
Stabilité du schéma explicite pour la résolution de I’équation de diffusion

1. On obtient de la relation de récurrence :

foia(k) = fn(k)+5l2(fn(k+l)_2fn(k)+fn(k_1)) == (1=20) fu (k) +r(fu(k+ 1)+ fu(k—1)).



Donc AF,, = (1 —2r)F,, +rByF, = ... = F41 car f,(0) = f,(¢+1)=0.

. Par récurrence (ne pas écrire "immédiate” et la rédiger...), F,, = A"F, (la suite matricielle est

géométrique de raison A)

. Soit A\ une valeur propre et Y =¢ (y1,ts...y,) un vecteur propre associé. Soit y;, = max |y;|. Alors

y#0carY # 0p.
Comme B,Y =AY, on a

Siiozl,ygz)\yldonc|/\|§y2:§1
Y1
—SiI, = - lyg-1]
Si Iy = q, Yg—1 = Ay, donc || < ] <1
Yq

[Yio—1 + Yiot1| _ [Yio—1| + [Yio+1]
|yi0| - lyio‘

— Sinon, Yi,—1+Yig+1 = AYs, donc |)\| = < 2car |yio—1| < |yzu|

et [Yig+1| < [Wiol-
Dans tous les cas, |A| < 2, donc il existe 6 € [0, 7], A = 2cos 6.

. Vuen TD (formule de récurrence d’un déterminant d’une trigonale et formule trigo).
. Vuen TD (idem - zéros distincts de la fonction sinus, degré du polyndme, factorisation compléte...)

. Vuen TD.

Si Y = (yi) est un vecteur propre, les coordonnées vérifient yo + y2 = Ay1, Yg—1 + Yg+1 = Ayq €t
Yk—1 + Yk+1 = Ay pour k € [1,q — 1.

La suite (yx) est donc récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique r2 — Ar + 1 dont le
discriminant est A = —4sin” < 0. Alors y, = Aexp(ikf) + Bexp(—ikf) avec A+ B = 0 car
yo = 0.

Vuen TD.

8. La matrice B, admet ¢ valeurs propres deux a deux distinctes. Son polynéme caractéristique est

10.

donc scindé a racines simples, ce qui est une condition suffisante pour que B, soit diagonalisable.
On rappelle au passage que la somme de deux endomorphismes diagonalisables n’est pas forcément
diagonalisable | Mais ici, B, et I, sont diagonalisables dans une méme base! Donc A = (1—27)1,+

rBg4 l'est aussi dans cette base commune.

. Par double implication :

— Si la suite (F,) est bornée quel que soit Fp, alors pour tout A € Sp(A4), si Fy = Xy ou X est
un vecteur propre associé a X, F, = A"Fy. Xy est non nul, donc une de ses coordonnées xg ;
est non nulle.

Comme toutes les coordonnées de F,, sont bornées, (A"xzg;) est une suite réelle bornée avec
xo,; # 0. Donc |A| < 1.
— Réciproquement, si Sp(A) C [~1,1], alors A = PAP~! avec A = Diag();). Alors A" =

PA"P~! et la plus grande valeur absolue des composantes de F}, est max |F,, ;| < max |\;|" max |Fp ;| <

max | Fp ;|. La suite (F),) est donc bornée.
Comme A = (1 —2r)I +rB, Sp(A) = {(1 — 2r) + rA|A € Sp(B)}. Or (F,) est bornée ssi
Sp(A) C [-1,1].
Vq € N*, Sp(A) C [—1,1] si et seulement si{(1 — 27) + rA|X € Sp(B)} C [-1,1]
si et seulement siVqg € N* (1 — 2r) + 2rcos(n/(¢+ 1)) C [-1,1]
si et seulement si(1 — 2r) + 2r] — 1, 1[C [-1,1]

si et seulement si0 < r < 1/2.



