UN CORRIGE

I — Un exemple concret

zk

TR

+oo
k=0

. Pour k e N, i(mIn)k

I I,,. Donc

|(xIn)k

??‘lp—l
[

TN T
L7
7N\
Eal S
&
N———
I

-~
= +
L3
E&;r
N———
=

. Soit M € M3(C) une matrice nilpotente d’indice inférieur ou égal a 3.

1
exp(M):13—1—M+§M2+Ocaer:0pourk>3.

X2
On pose P=1+ X + - Alors exp(M) = P(M).

—1 0 X-1
En faisant par exemple Cy < C; — Cs + C'5, on obtient au signe pres des X — 2 sur la premiere

colonne. Finalement, on obtient y4 = (X — 2)3
b. Sp(A) est un singleton et A n’est pas une matrice scalaire, donc A n’est pas diagonalisable.

. La matrice N = A — 2I3 est telle que N3 = 0. De plus, on vérifie par le calcul que N2 # 0. Donc
N est nilpotente d’indice 3.

. On pose g = f —2Id et ug = (1,0,0). Alors g?(uz) = (1,—-1,1) #0

. La matrice de passage P de la base canonique 3 vers la base 8’ est égale a :

1 2 1
P=|-1 -2 0
1 1 0

On vérifie alors que det(P) # 0 donc la famille 8 est une base.

. g(ug) = uz donc f(uz) — 2uz = ug. Donc f(us) = 2uz + us.

De méme, f(uz) = 2us + uy. Enfin, g(u1) = ¢g3(u3) = 0 car g est nilpotente donc f(u1) = 2u;.
Ainsi,

La matrice T de f dans la base 3’ est égale a

T =

o O N
S N =
N = O

Alors A = PTP~1.



01 0
8. Soit JO)=[ 0 0 1
0 0 0
J(0) est nilpotente d’indice 3, donc
exp(J(0)) = I3 + J(0) + %0)2 et exp(—J(0)) = I3 — J(0) + J(§)2.
Alors :
2 2
exp((0) exp(~I(0) = (Iy-+7(0) + L)1, — (0 + 7L
= I3+ J(0)— J(0)+ J(0)? - J(0)2+0

= I3
Mais il vaut mieux remarquer que J(0) commute avec —J(0) et donc
exp(J(0)) exp(—J(0)) = exp(0s) = exp(0 - Ty) = Ty = Iy,

9. J(0) commute avec exp(J(0)) qui est un polynoéme en J(0).
Comme J(0) est nilpotente d’indice 3 :

(J(0)exp(J(0)))> = J(0)2(I5+ J(0) + J<§>2)2
= J0)>4+0#0
et
(J(0)exp(J(0))* = J(0)*(I5 + J(0) + J<§>2)3
= 0

car J(0) est nilpotente d’indice 3.

10. La fonction u : © — xexp(x) est définie sur R et ©(0) = 0. Comme u est continue et lim o u = 400,

par théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un réel u tel que pe* = 2 € [0, +o00].

11.

J(p)exp(J(n) = 2Ly = (ulz + J(0))exp(uls + J(0)) — 213
= (ul3 + J(0)) exp(uls) exp(J(0)) — 213

= exp(p) (m;; +J(0)(Is + J(0) + ‘”?) o,

— exp(p) (m (14 ) (0) + J(O)?Q(J(O))) — 21 ot Q € C[X]
= (nexp(n) — 2)Is + exp(n) ((1 1) (0) + J(0)2Q(J(0))> ot Q € C[X]

= exp(p) ((1 +1)J(0) + J(O)zQ(J(U))> ou Q € C[X]

Remarquons alors que pu # (—1) car pexp(u) = 2.
Alors comme & la question précédente, il est facile de vérifier que

3

(J(u) exp(J(p)) — 213) # 0 et (J(u) exp(J(p)) — 213> =0

2



12. a. Donc J(p) exp(J(p)) — 213 est nilpotente d’indice égal & 3. Soit g ’endomorphisme canonique-
ment associé, il existe donc uz # 0 tel que g?(uz) # 0. On vérifie que ' = (g%(u3), g(u3), us3)
est une base dans laquelle la matrice de g est égale a J(0).
Donc J(u) exp(J(u)) — 215 est semblable & J(0).
b. 1l existe donc P telle que P(J () exp(J(p)) — 2I3) P~ = J(0).
Alors P(J(p) exp(J(p)))P~t = 213+ J(0) = J(2).
Posons alors M = PJ(u)P~1, de sorte que

M exp(M) = PJ(u) P~ Pexp(J(u)) P~ = PJ(u) exp(u)P~! = J(2).

IT — Préliminaire sur la représentation ze”
13.
20 = w & ReieeR cos 0+iRsinf _ Teia
PN RBR cos Oei(0+R sinf) _ ,,,eia
RGR cosf _ r
{ 0+ Rsinf = «f27]

cos(6 @
14. a. Lorsque 0 — 07, (o —0) - — ( )N — — +00

sin(f)  sinf

cos(0) a—T7

Lorsque § — 7, (e — ) - —00

~— —

sin(6) sin @

b. Par composition des limites avec la fonction exponentielle, limg_,g+ ¢(0) = +oo.
Par croissances comparées, limy _, o, XeX = 0 donc limy_, .~ () = 0.

c. La fonction ¢ est continue par composition de fonctions continues.

Par théoréme des valeurs intermédiaires,
Vr €]0,7[C]0, +ool, 30 €]0, 7, p(0) = r.

d. 0 est un antécédent de 0 par g.

Soit w € C*, w = re'®. On cherche z = Re? avec R > 0 et 6 €]0, 7| tels que z exp(z) = w.
-0

!
11 existe 0 €]0, 7| tel que ¢p(0) = r d’apres la question précédente. Posons alors R = — 7 On
sin
vérifie que zexp(z) = w, donc g est surjective.
15. La fonction g7 : R — R définie par g1 (z) = x exp(z) admet pour dérivée
g1 — exp(z)(1+ )
qui est négative sur | — oo, —1[ et positive sur |1, +o0.
Donc g; est décroissante sur | — oo, —1[ de lim_o, g1 = 0 vers ¢g1(—1) = —1/e < 0 puis croissante

sur | — 1, 4o00[ de —1/e vers lim o g1 = +00

Donc g1 (R) = [—1/e, +00[ et g1 n’est pas surjective.



IIT — Représentation Ae” d’un bloc de Jordan

Soit N € M,,(C) une matrice nilpotente d’indice n.

16.

17.

18.

19.

N~ nest pas la matrice nulle. Donc il existe X € M,, 1(C) telle que N*~1X = 0.

Par contre, N"X = 0 car N est nilpotente d’indice n.

n—1
Soit Ag, ..., Ap—1 tels que Y A N*X = 0. Alors en multipliant par N"~!, on obtient
k=0

AN IX 4+0+...40=0

Donc \g = 0.

On montre ainsi successivement que Vk € [0, n—1], A\, = 0 et donc que la famille (X, NX, ..., N* 71 X)
est libre.

La famille (N""1X,..., NX, X) est donc une base de C" par argument de cardinalité.
La matrice de ’endomorphisme f canoniquement associé a N exprimée dans cette base est égale a
Jn(0).
Donc N est semblable & J,,(0).
a. Jp(0) et —J,(0) commutent entre elles, donc exp J,,(0) exp —J,(0) = exp(0,,) = exp(0 - I,,) =
I,.
On en déduit que exp J,,(0) est inversible et que exp —J,,(0) est égal a son inverse.
b. La matrice J,(0) est nilpotente d’indice n. Donc exp(.J,,(0) est un polynome en J,(0). Préci-

sément, exp(Ja(0)) = 5 T (0)F = P(J,(0)).

= k!

On sait que J,(0) commute avec tout polynéme en J,(0), donc comute avec exp(J,,(0)).

Alinsi, (Jn(O) exp Jn(0)> = Jn(0)" X expndJ,(0) = 0 x expnJ,(0) = 0.

Et (Jn(O)eJ"(O)> = Jn(0)" ! x exp((n —1)J,(0)).

n—1
La matrice exp((n—1).J,(0)) est inversible d’inverse exp(—(n—1).J,,(0)), donc (Jn(O)eJ"(O)>
a le méme rang que J,(0)" "1, donc n’est pas nulle.
Finalement, .J,,(0)e”"(9) est nilpotente d’indice n.

a. Soit P € M, (C) inversible.

Par récurrence, on montre que Yk € N, (P.J,(0)P~Y)* = P.J,(0)*P~'. Donc la matrice
PJ,(0)P~! est nilpotente d’indice n et

exp(PT,(0)P~") =




b. On a vu que J,,(0)e’»(®) est nilpotente d’indice n. Donc J,,(0)e’(©) est semblable & J,(0). Tl
existe donc P telle que

Jn(0) PJn(O)eeXp( (0)) P!
Jn(0)P~tPexp(J,(0))P!
= PJ,(0)P~ exp(PJ,(0)P1)

= Nexp(N)

en posant N = P.J,,(0)P~ .
Soit A un nombre complexe non nul.
20. D’apres la partie 2, il existe un nombre complexe p € D, donc p # (—1) tel que A = pe*. Alors
Jn(/‘)eJn(M) = (ulyp + J5(0)) exp(uly + Jn(0))

= pexp(u)exp(Jy(0) + J5(0) exp(p) exp(Jn(0))

= pexp(u) <In +72(0) + 1u(0) S J”(Z)']H) + 7,(0) exp(p) (In S %{“

k=2 h—1
n—1 k—2 n—1 k—1
= A+ (i +1)Ja(0) + (Ja(0))? (u exp(p) Y % + exp(p) J"“;},)
k=2 ) k=1 :

= A+ (p+ 1) T (0) + (Ju(0))*P(J(0))

1 Xk 2 1 Xk 1
ou P = | pexp(p) kX_; T exp(u) kzl 1 qui est un polynéme & ceefficients complexes.

21. a. Les matrices J,(0) et (J,(0))2P(J,(0)) commutent. On pose A = J,(0) <(u + DetIn +

Jn(0)P(J,(0)) de sorte que :

A" = J,0)" ((M +1)el Iy + Jn(O)P(Jn(O))>
= 0,

Donc A est nilpotente d’indice inférieur ou égal a n.

b. Soit R le reste de la division euclidienne de X"~ !((u + 1)e# + X P)"~! par le polynome X".

Alors X" }((u+1)et + XP)" 1 =QX" + R.
En substituant J,,(0), on obtient : J,,(0)"~((u + 1)e* + J,(0)P)"~! = A"~ 1 = 0+ R(J,(0))
car J,(0) est nilpotente d’indice n.

XU (et + XP) = X ((m 1 tetnn +XQ1>

Xan + (M+ 1)n,—1€(n—1)/¢Xn—1

Par unicité du reste dans une division euclidienne,
R=(u+1)"te=Drxn=1 Donc A" ' = R = (u+1)""Le® Vi, (0)"1 #£ 0 car J,(0) est
nilpotente d’indice égal a n et u+ 1 # 0.

Finalement, A est nilpotente d’indice égal a n.



d. A est donc semblable & J,(0), donc il existe P; inversible telle que A = (p + 1)e*J,(0) +

Ju(0)P(J,,(0)) = P1J,,(0)P; .

Mais
Jo(p)exp(Jn(n)) = M, + A=\, + PJ,(0)P "
= P(My+Jn(0)P!
= PJ,(\pPt
Finalement,

(1) exp (T (1)) Py
= P n(p) PP exp( (i) Py
() Pyexp(Py (1) Pry)
= Mexp(M)

En posant M = PflJnPl.



