
corrigé DM3

1. Applications linéaires continues :
Soit f 2 L(E,F ).
(a) Par définition de la continuité de f en 0E on a

8" > 0,9α > 0,8x 2 E,NE(x− 0E) 6 α ) NF (f(x)− f(0E)) 6 ".

Pour " = 1 on a donc l’existence d’un réel α > 0 tel que pour tout vecteur x 2 E
NE(x) < α ) NF (f(x)) < 1

En particulier 8x 2 E − {0E} , pour y = α
NE(x)

x, on a NE(y) = α donc NF (f( α
NE(x)

x)) 6 1
Donc α

NE(x)
NF (f(x)) 6 1, ainsi NF (f(x)) 6 k.NE(x), avec k = 1

α . Cette inégalité reste vraie pour
x = 0E .

(b) Réciproquement supposons que 8x 2 E,NF (f(x)) 6 k.NE(x) alors puisque f est linéaire, pour tout
(x, y) 2 E2,

NF (f(x)− f(y)) = NF (f(x− y)) 6 k.NE(x− y)

Donc f est k − lipschitzienne et donc continue sur E.

2. Toutes les applications linéaires sur E de dimension finie sont continues

(a) L’espace E est de dimension finie donc sur E toutes les normes sont équivalentes et donc en particulier il
existe un réel α > 0 tel que pour tout vecteur x, N1(x) 6 αNE(x).

(b)

NF (f(x)) = NF (f(

nX

i=1

xiei))

= NF (

nX

i=1

xif(ei)) 6
nX

i=1

|xi|NF (f(ei))

6
nX

i=1

N1(x)NF (f(ei)) = k.N1(x)

avec k =

nX

i=1

NF (f(ei)) > 0

(c) Soit f 2 L(E,F ) une application linéaire. Avec les notations précédentes on a pour tout vecteur x
NF (f(x)) = k.N1(x) 6 kα.NE(x)

D’après le 1◦ on en déduit que f est continue sur E.

3. Définition de la norme subordonnée d’une application linéaire continue
Soit f 2 L(E,F ).On pose

|||f ||| = sup(
NF (f(x))

NE(x)
, x 2 E, x 6= 0E)

(a) considérons l’ensemble des réels X =
n
NF (f(x))
NE(x)

, x 2 E, x 6= 0E
o
. f étant continue, d’après le 1◦ on

en déduit qu’il existe une constante k > 0 telle que pour tout x 6= 0E , NF (f(x))
NE(x)

6 k. Donc X est une
partie majorée et non vide de R elle admet une borne supérieure : |||f ||| . De plus par définition |||f |||
est le plus petit des majorants de X et donc pour tout x 6= 0E

NF (f(x))
NE(x)

6 |||f ||| . Donc pour tout x
,NF (f(x)) 6 |||f |||NE(x)

(b) i) 8f 2 L(E,F ), |||f ||| > 0
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ii) 8(f, g) 2 L(E,F ) on a pour tout vecteur x 2 E,
NF ((f + g)(x)) 6 NF (f(x)) +NF (g(x)) 6 (|||f |||+ |||g|||)NE(x)

donc NF ((f+g)(x))
NE(x)

6 |||f |||+ |||g||| . En passant à la borne supérieure pour x 2 E − {0E},
|||f + g||| 6 |||f |||+ |||g|||

iii) 8f 2 E et 8α 2 R, pour tout x 2 E, NF (αf(x))
NE(x)

= |α| NF (f(x))
NE(x)

. Donc en passant à la borne supérieure
sur x,

sup(
NF (αf(x))

NE(x)
, x 2 E, x 6= 0E) = |α| sup(

NF (f(x))

NE(x)
, x 2 E, x 6= 0E)

|||αf ||| = |α| . |||f |||

iv) Supposons que pour f 2 L(E,F ) on ait |||f ||| = 0 alors 8x 2 E,NF (f(x)) 6 0 donc f(x) = 0F et
donc f = 0
On en déduit que |||.||| est une norme sur L(E,F )

(c) On a pour tout vecteur x 2 S, NF (f(x)) = NF (f(x))
NE(x)

6 |||f ||| donc sup(NF (f(x)), x 2 S) 6 |||f |||
De plus pour tout x 2 E − {0E} ,

NF (f(x))

NE(x)
= NF (f(

x

NE(x)
)) = NF (f(y)) avec y =

x

NE(x)

On remarque que y 2 S et donc NF (f(y)) 6 sup(NF (f(x)), x 2 S) donc
NF (f(x))

NE(x)
6 sup(NF (f(x)), x 2 S)

En passant à la borne supérieure sur x 2 E, on a |||f ||| 6 sup(NF (f(x)), x 2 S)
Conclusion

sup(NF (f(x)), x 2 S) = |||f |||

4. La norme subordonnée est atteinte
Soit f 2 L(E,F )
(a) On sait que pour tout vecteur x 6= 0E , NF (f(x))

NE(x)
6 k, donc

|||f ||| = sup(
NF (f(x))

NE(x)
, x 2 E, x 6= 0E) 6 k

De plus sup(NF (f(x)), x 2 S) = |||f ||| donc par définition de la borne supérieure.
NF (f(x0)) = k 6 |||f |||

Conclusion : k = |||f |||

(b) (i) Une partie compacte K est une partie K de E telle que de toute suite on peut extraire une suite qui
converge dansK.
S est une partie fermée et bornée de E qui est de dimension finie donc S est compacte.

(ii) L’application x ! NF (f(x)) est lipschitzienne sur S puisque |NF (f(x))−NF (f(y))| 6
|NF (f(x− y))| 6 |||f ||| .NE(x − y). elle est donc continue à valeurs dans R. Elle atteint
donc sa borne supérieure sur le compact S en un vecteur x0 2 S , ce qui signifie que
sup(NF (f(x)), x 2 S) = NF (f(x0)) = |||f ||| .

Partie II Exemples

1. Cas d’un endomorphisme de R2

E = R2 et f 2 L(E) admet pour matriceM =

$
1 2
3 4

%
dans la base canonique .

page 2 MP Dessaignes 2015



(a) On a pour tout vecteur x = x1e1 + x2e2 ,
f(x) = x1(e1 + 3e2) + x2(2e1 + 4e2) = (x1 + 2x2)e1 + (3x1 + 4x2)e2

Donc
N1(f(x)) = sup(|x1 + 2x2| , |3x1 + 4x2|) 6 sup(|x1|+ 2 |x2| , 3 |x1|+ 4 |x2|)

6 sup(3N1(x), 7N1(x)) = 7N1(x)

On en déduit que
N1(f(x))

N1(x)
6 7 donc |||f ||| 6 7

De plus si on considère le vecteur x0 = e1 + e2 on a f(x0) = 3e1 + 7e2 on a donc N1(f(x0))
N1(x0)

= 7
1 = 7

D’après la partie I on en déduit que |||f ||| = 7

(b)
N1(f(x)) = |x1 + 2x2|+ |3x1 + 4x2|) 6 |x1|+ 2 |x2|+ 3 |x1|+ 4 |x2|

= 4 |x1|+ 6 |x2| 6 6(|x1|+ |x2|) = 6N1(x)
On en déduit que

N1(f(x))

N1(x)
6 6 donc |||f ||| 6 6

De plus si on considère le vecteur x0 = e2 on a f(x0) = 2e1 + 4e2 on a donc N1(f(x0))
N1(x0)

= 6
1 = 6

D’après la partie I ion en déduit que |||f ||| = 6

(c) On munit E de la norme N2. On considère le vecteur x = (cos θ, sin θ)

(i) N2(x) =
p
cos2 θ + sin2 θ = 1

(ii)
N2(f(x)) =

p
(cos θ + 2 sin θ)2 + (3 cos θ + 4 sin θ)2 =

p
10 cos2 θ + 20 sin2 θ + 28 sin θ cos θ

or cos(2θ) = 2 cos2 θ − 1 = 1− 2 sin2 θ et sin(2θ) = 2 sin θ cos θ
donc

N2(f(x)) =
p
5(1 + cos(2θ)) + 10(1− cos 2θ) + 14 sin 2θ =

p
15− 5 cos 2θ + 14 sin 2θ

(iii) On a −5 cos 2θ + 14 sin 2θ =
p
52 + 142( −5p

221
cos 2θ + 14p

221
sin 2θ)

Posons ' = arcsin( −5p
221
) on a sin(') = −5p

221
et cos(') =

q
1− 25

221 =
14p
221

Donc −5 cos 2θ + 14 sin 2θ =
p
221. sin(2θ + ') et donc

p
15− 5 cos 2θ + 14 sin 2θ =

q
15 +

p
221. sin(2θ + ') 6

q
15 +

p
221 (1)

On en déduit que

8x 2 S,N2(f(x)) 6
q
15 +

p
221 et donc |||f ||| 6

q
15 +

p
221

l’inégalité (1) est une égalité lorsque 2θ + ' = π
2 donc θ =

π
4 −

'
2 = θ0. En particulier pour le

vecteur x0 = (cos θ0, sin θ0) qui appartient à S on a N2(f(x0)) =
p
15 +

p
221. On en déduit que

|||f ||| =
q
15 +

p
221

2. Cas d’une forme linéaire sur R1[x] pour la norme N2
E = R1[x] est l’espace des fonctions polynômes de degré 6 1 sur [0, 1] muni de la norme euclidienne

N2(f) =

sZ 1

0

f2(t)dt

Pour f 2 E , on pose

u(f) =

Z 1

0

f(t).(1− 2t).dt
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(a) Pour toutes fonctions f, g 2 E2,et λ 2 R, u(f + λg) =
R 1
0
(f(t) + λg(t)).(1 − 2t).dt = u(f) + λu(g)

donc u est linéaire
De plus pour toute fonction f 2 E, |u(f)| =

+++
R 1
0
f(t).(1− 2t).dt

+++ 6
qR 1

0
f2(t)dt

qR 1
0
(1− 2t)2dt

d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz
Donc

|u(f)| 6

s,
−
(1− 2t)3

6

-1

0

= N2(f)

|u(f)| 6 1
p
3
N2(f)

donc d’après la partie 1, u continue de E dans R.

(b) Notons que l’inégalité de Cauchy-Schwarz est une égalité ssi les fonctions f et 1− 2t sont proportionnelles
Ainsi pour f0(t) = 1− 2t, on a

|u(f0)| =
Z 1

0

(1− 2t)2dt =

sZ 1

0

(1− 2t)2(t)dt

sZ 1

0

(1− 2t)2dt =
1
p
3
N2(f0)

donc
|||u||| = sup

|u(f0)|
N2(f0)

=
1
p
3

3. Cas d’une forme linéaire sur R1[x] pour la norme N1
E = R1[x] est l’espace des fonctions polynômes de degré 6 1 sur [0, 1] muni de la norme

N1(f) = max(|f(x)| , x 2 [0, 1]).
Pour f 2 E , on considère la forme linéaire

v(f) =

Z 1

0

f(t).(t− 2t2).dt

(a)
R 1
0

++t− 2t2
++ dt =

R 1/2
0
(t− 2t2)dt+

R 1
1/2
(−t+ 2t2)dt = 1

4

(b) Soit f 2 E. On a

|v(f)| 6
Z 1

0

|f(t)| .
++(t− 2t2)

++ dt 6 N1(f)
Z 1

0

++(t− 2t2)
++ dt = 1

4
N1(f)

Donc v continue de E dans R et d’après la partie 1◦, |||v||| = sup( |v(f)|N1(f)
, f 2 E, f 6= 0) 6 1

4

(c) On pose 8t 2 [0, 1], f(t) = a+ bt.
(i) Calculer v(f) =

R 1
0
(a+ bt).(t− 2t2).dt = a

R 1
0
(t− 2t2)dt+ b

R 1
0
(t2 − 2t3)dt = − 1

6a−
1
6b

(ii) N1(f) = max(|a+ bt| , t 2 [0, 1]). Envisageons deux cas
si b > 0, pour tout t 2 [0, 1], a 6 a+ bt 6 a+ b donc |a+ bt| 6 max(|a| , |a+ b|) avec égalité pour
t = 0 ou t = 1
de même si b 6 0,pour tout t 2 [0, 1], a + b 6 a + bt 6 a donc |a+ bt| 6 max(|a| , |a+ b|) avec
égalité pour t = 0 ou t = 1
Donc max(|a+ bt| , t 2 [0, 1]) = max(|a| , |a+ b|) = N1(f)

(iii)

|||v||| = sup(
|a+b|
6

max(|a| , |a+ b|)
, (a, b) 6= (0, 0))

or |a+b|6 6 1
6 max(|a| , |a+ b|) avec égalité pour a = 1 et b = 0 donc

|||v||| =
1

6
l0égalité a lieu pour la fonction f0(t) = 1
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4. Cas d’une application de Rk[X] dans Rk+1[X] pour une norme particulière
Soit Ek = Rk[X] muni de la norme kPk =

Pk
i=0 |P (i)| On considère l’application

Fk :

/
Ek ! Ek+1
P ! X2P 0

(a) kPk =
Pk

i=0 |P (i)| > 0
kP +Qk =

Pk
i=0 |P (i) +Q(i)| 6

Pk
i=0 |P (i)|+ |Q(i)| = kPk+ kQk

kλPk =
Pk

i=0 |λP (i)| = |λ| kPk
si P 2 Ek et kPk = 0 alors P (0) = P (1) = ... = P (k) = 0 donc P admet k + 1 racines or deg(P ) 6 k
donc P = 0
Ainsi k.k définit bien une norme sur Ek

(b) |kF1k| = sup(
kX2P 0k
kPk , P = a+ bX) = sup( 5|b|

|a|+|a+b| , (a, b) 6= (0, 0))
or 5 |b| 6 5(|a|+ |a+ b|) avec égalité pour a = 0. Ainsi

|kF1k| = 5

(c)

|kF2k| = sup(

00X2P 0
00

kPk
, P = a+ bX + cX2) = sup(

|b+ 2c|+ 4 |b+ 4c|+ 9 |b+ 6c|
|a|+ |a+ b+ c|+ |a+ 2b+ 4c|

, (a, b, c) 6= (0, 0))

l’idée consiste à exprimer a, b, c en fonction de x = a, y = a+ b+ c et z = a+ 2b+ 4c
en résolvant le système on obtient

a = x, b = −
3

2
x+ 2y −

1

2
z, c =

1

2
x− y +

1

2
z

d’ou
b+ 2c =

−1
2
x+

1

2
z, b+ 4c =

1

2
x− 2y +

3

2
z, b+ 6c =

3

2
x− 4y +

5

2
z

donc

|kF2k| = sup(

++−1
2 x+

1
2z
+++ 4

++ 1
2x− 2y +

3
2z
+++ 9

++ 3
2x− 4y +

5
2z
++

|x|+ |y|+ |z|
, (x, y, z) 6= (0, 0))

or++++
−1
2
x+

1

2
z

+++++ 4
++++
1

2
x− 2y +

3

2
z

+++++ 9
++++
3

2
x− 4y +

5

2
z

++++ 6 1

2
|x|+

1

2
|z|+ 4(

1

2
|x|+ 2 |y|+

3

2
|z|) + 9(

3

2
|x|+ 4 |y|+

5

2
|z|)

= 16 |x|+ 44 |y|+ 29 |z|

donc ++−1
2 x+

1
2z
+++ 4

++ 1
2x− 2y +

3
2z
+++ 9

++ 3
2x− 4y +

5
2z
++

|x|+ |y|+ |z|
6 44

avec égalité pour x = 0 et z = 0 soit pour une fonction polynôme telle que a = 0 et b + 2c = 0, par
exemple P = −2X +X2. Vérifions ce résultat; kX

2P 0k
kPk =

k−2X2+2X3k
k−2X+X2k = |8|+|36|

|−1| = 44
Conclusion

|kF2k| = 44
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