3.

corrigé DM3

. Applications linéaires continues :

Soit f € L(E, F).
(a) Par définition de la continuité de f en O ona
Ve > 0,30 > 0,Vz € E,Ng(z — 0g) <o = Np(f(z) — f(0p)) <e¢

Pour ¢ = 1 on a donc I’existence d’un réel o > 0 tel que pour tout vecteur = € F
Ng(z) <a = Np(f(z)) <1
En particulier Vo € E — {0g}, poury =

z,ona Ng(y )7ndoncl\p(f( z)) <1

Ne (z) Nf (z

Donc NE(J Ap(f(x)) < 1, ainsi Np(f(x)) < k.Ng(z), avec k = . Cette inégalité reste vraie pour
r=0g

(b) Réciproquement supposons que Vo € E, Np(f(z)) < k.Ng(z) alors puisque f est linéaire, pour tout

(z,y) € B2,
Nr(f(2) = f(y)) = Np(f(z —y)) < k-Np(z —y)

Donc f est k — lipschitzienne et donc continue sur E.

. Toutes les applications linéaires sur E' de dimension finie sont continues

(a) L'espace E est de dimension finie donc sur F toutes les normes sont équivalentes et donc en particulier il
existe un réel o > 0 tel que pour tout vecteur z, Noo (z) < aNg(z).

(b)

Ne(f(@) = Ne(/(Ywie)
Ne(3 o) < 3 ol Ne(7(e)
2 i=1

ZN @) Nr(f(e:)) = k-Noo ()

IN

aveck = ZNF(f(Cz)) >0

i=1
(c) Soit f € L(E, F) une application linéaire. Avec les notations précédentes on a pour tout vecteur =
Np(f(z)) = k.Noo(z) < ka.Np(z)
D’apres le 1° on en déduit que f est continue sur F.

Définition de la norme subordonnée d’une lication linéaire
Soit f € L(E, F).On pose
r(f (96))

Ni(z)

Al = supCEYED o e gy 20

(a) considérons I’ensemble des réels X = {% z€E,x+# OE} . f étant continue, d’apres le 1° on
en déduit qu’il existe une constante k > 0 telle que pour tout = # O, V]’\(Ef((f))) < k. Donc X est une
partie majorée et non vide de R elle admet une borne supérieure : ||| f||| . De plus par définition ||| f|||
est le plus petit des majorants de X et donc pour tout z # 0p YeU@) < |||f]| - Donc pour tout z

Ni(2)
Ne(f @) < Ne()
(b) ) Vf e L(E, F),|lIfll| >0
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ii) V(f,9) € L(E, F) on a pour tout vecteur z € I,
Ne((f +9)(@)) < Ne(f (@) + Ne(g@) < (II1T+ gl Ne ()

donc %ﬁz;(')) < ||IfIIl + llgl|| - En passant a la borne supérieure pour z € E — {0g},

H1F A+ gl < AN+ gl

'eU@) ponc en passant a la borne supérieure

iii) Vf € E et Va € R, pour tout z € B, Ye&/@) — 1,

Ne(@) N (x)
sur ,
Np(af(@) Ne(f (@)
E ——,x € Ex#0p)= ——— x € FE x#0g
sup(“E )+ e B #0m) = folsup( i r € Ba o)
[l flll = lel-I1A

iv) Supposons que pour f € L(E, F) on ait ||| f||| = 0 alors V& € E, Np(f(x)) < 0donc f(z) = Op et
donc f =0
On en déduit que |[|.||| est une norme sur L(E, F')

(¢) Ona pour tout vecteur & € 5, Np(f(2)) = 2£LED < ||| ]| done [sup(Nr(f(2)), = € 5) < [[IfI]]
De plus pour toutz € E — {0},

Ne(f(@) _ a s
T(Z) = Nk(f(}\;;(z)» = Nr(f(y)) avecy = Ne(2)
On remarque que y € S et donc Np(f(y)) < sup(Np(f(z)),z € S) donc
M) < qup(Np (1), € 5)
Ng(z)

En passant a la borne supérieure sur z € £, on a ‘ 11|l < sup(Np(f(z)),z € S) ‘
Conclusion

sup(Np(f(2),z € ) = I/l

4. Lanorme subordonnée est atteinte

1.

Soit f € L(E, F) .
(a) On sait que pour tout vecteur z # O, Ne( (@) < k, donc

N ()
f=
171 = sup (TR LD 2 € oo 2 o) <
De plus sup(Np(f(z)),z € S) = ||| f|]| donc par définition de la borne supérieure.

Ne(f(xo) =k < [I11ll

Conclusion : k = ||| f]||

(b) (i) Une partie compacte K est une partie K de F telle que de toute suite on peut extraire une suite qui
converge dans K.
S est une partie fermée et bornée de E qui est de dimension finie donc S est compacte.

(ii) L'application = — Np(f(z)) est lipschitzienne sur S puisque |Ng(f(z)) — Np(f(y))] <
INp(f(z—y))| < |||fl|| .Ne(z — y). elle est donc continue a valeurs dans R. Elle atteint
donc sa borne supérieure sur le compact S en un vecteur zp € S, ce qui signifie que
sup(Np(f(z)),z € §) = Nr(f(xz0)) = [l Il -

Partie II Exemples

Cas d’un endomorphisme de R?

E =R?et f € L(E) admet pour matrice M = ( i i )dans la base canonique .
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(a) On a pour tout vecteur z = x1e1 + Tae2 ,
f(z) = z1(e1 + 3e2) + w2(2e + 4e2) = (21 + 2x2)er + (3zy + 4wo)es
Donc
Noo(f(z)) = sup(Jer + 2zo|, |[3z1 + 4w2|) < sup(|z1| + 2 |z2, 3 |z1| + 4 |22])
< SUD(3Nw (), TNw (1)) = TN (2)
On en déduit que

N. 3

Bl < 7aone 1511 < 7
De plus si on considere le vecteur zg = €1 + 5 ona f(zg) = 31 + Tes on a donc Y3 (/((rou)))
D’apres la partie I on en déduit que ||| f||| =7

(b)
Nyi(f(z)) |y + 220| + [3z1 + 4d@a]) < |z | + 2 22| + 3 |z1| + 4 |22

4z1| + 62| < 6(|z1] + |22]) = 6N1(2)

On en déduit que
M(f(=)
Ni(z)
De plus si on considere le vecteur zg = €5 ona f(zg) = 2e; + 4e, on a donc w = ‘T’ =6
D’apres la partie I ion en déduit que ||| f||| = 6

< Gdone [[|f]l| <6

(c) On munit £ de la norme N,. On considere le vecteur z = (cos 6, sin 6)
(i) No(z) = V/cos? 6 +sin’f =1
(i)
No(f(x)) = /(cos 0 + 2sin0)% + (3cos 0 + 4sin )2 = V10 cos? 0 + 20 sin® 0 + 28 sin 0 cos 0

or cos(20) = 2cos? 0 — 1 = 1 — 2sin® 0 et sin(20) = 2sin 0 cos §

donc
No(f(x)) = /5(1 + cos(20)) + 10(1 7c052€)+ 14sm297 15 — 5 cos 26 + 14 sin 26
(ili) Ona —5cos260 + 14sin 260 = /5% 4 142(—== F cos 20 + m sin 20)

Posons ¢ = arcsin(\/%) onasin(p) = ﬁ etcos(p) = /1 - 2 = \/%

Donc —5 cos 20 + 14 sin 20 = /221.sin(260 + ) et donc
V15— 5cos20 + 14sin 20 = \/15 +V221.sin(20 + ) \/15 +v221

On en déduit que

Va € S, No(f(z)) < /15 + V221 etdonc |||f]|| < /15 + V221

I'inégalité (1) est une égalité lorsque 26 + ¢ = 5 donc 6 =

A
1
vecteur g = (cos 0, sin fy) qui appartient a S on a Na(f(xo)) =

1711 = /15 + V221

2. Cas d’une forme linéaire sur R [z] pour la norme N,
E = Ry [z] est ’espace des fonctions polyndmes de degré < 1 sur [0, 1] muni de la norme euclidienne

Natf) =/ [ o

Pour f € E, on pose .
) = [ .0 200

— % = 0. En particulier pour le

V/15 -+ v/221. On en déduit que

(O]
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(a) Pour toutes fonctions f,g € E2et A € R,u(f + Ag) = fol (f(t) + Ag(t)).(1 = 2t).dt = u(f) + Iu(g)

donc u est linéaire

De plus pour toute fonction f € E, |u(f)| = ‘fo (1 —2¢). dt) ”fo F2(t) fa (1—2t)2dt
d’apres I’inégalité de Cauchy-Schwarz
Donc

()l < %sz

donc d’apres la partie 1, u continue de E dans R.

(b) Notons que I’inégalité de Cauchy-Schwarz est une égalité ssi les fonctions f et 1 — 2¢ sont proportionnelles

Ainsi pour fo(t) =1 —2t,ona

1 1 1
[u(fo)l :/U (1= 26)2dt = \//0 a —2t)2(t)dt\//u (1—26)2dt = %Nz(fu)

donc
[u(fo)l _ 1

Na(fo) V3

[[feef]] = sup

3. Cas d’une forme linéaire sur R, [z] pour la norme N,
E = Ry [z] est I'espace des fonctions polyndmes de degré < 1 sur [0, 1] muni de la norme

Noo(f) = max(|f ()

w€0,1]).

Pour f € E , on considere la forme linéaire

1
v(f):/“ POt — 202).dt

@ fy [t—262]dt = [y = 22)dt + [ (~t+ 2t = 4
(b) Soit f € E.Ona

1 1
. 1
ol < [ 10— 2] de< N [t 2t2> dt = N (1)
Donc v continue de E dans R et d’apres la partie 1°, ||[v]|| = sup( ) fEB f£0)< 2

4

(c) Onpose V¢ € [0,1], f(t} =a+bt.

(i) Caleuler v(f) = [ (a+ bt).(t — 262).dt = a [ (t — 2t2)dt + b [, (2 — 2t%)dt = —La — Lb

(il) Noo(f) = max(|a + bt|,t € [0, 1]). Envisageons deux cas
sib >0, pourtoutt € [0,1], a < a+ bt < a+ bdonc |a + bt| < max(|al, |a + b|) avec égalité pour
t=0out=1
de méme si b < 0,pour tout t € [0,1], a +b < a+ bt < a donc |a + bt| < max(|al,|a + b]) avec
égalit¢ pourt =0out =1
Donc max(|a + bt| ,t € [0,1]) = max(|a|,|a + b]) = N (f)

(iii)

Ja-+b|

G
||| =s b 0,0
el bup((nau((|a| JJa+0])’ (a,) # (0,0))
or ‘“éb‘ < £ max(|a| , |a + b|) avec égalité pour a = 1 et b = 0 donc

1
lelll = 5

I’égalité a lieu pour la fonction fo(t) =1
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4. Cas d’une application de R, [X] dans R [X] pour une norme particuliére
Soit Ej, = R [X] muni de la norme || P|| = ZLD |P(7)| On considere ’application

£ By, — B
k P — X2P'

@ [Pl = 320 [P(0)| >0 .
12+ QI =320 |P() + Q)| < Xy PO + Q)] = [P] + 1]
AP = 3ig [AP@)] = AP
si P € Ejet|P| = 0alors P(0) = P(1) = ... = P(k) = 0 donc P admet k + 1 racines or deg(P) < k
donc P =0
Ainsi ||.|| définit bien une norme sur Ej,
x2pr 5
o) NI1E] = sup(Brr P — a1 6x) = sup(r 2 (a.b) # (0,0))
or 51| < 5(|a| + |a + b|) avec égalité pour @ = 0. Ainsi
£ =5

©)

X?P/
il =t o) <

[b+ 2¢| +4|b+ 4c| +9b + 6c]
lal + la+b+c| + |a+ 2b+ 4c|’

(a,b,¢) #(0,0))

1I’idée consiste a exprimer a, b, c en fonctionde © = a,y =a+ b+ cet z = a+ 2b+ 4c
en résolvant le systéme on obtient

3 1 1 1
a:z,b:—§z+2y——z,c:—z—y+—z

2 2 2
dou 11 1 3 3 5
b+2c= 7z+§z,b+4c: §Z—2y+5z,b+66: Ez—4y+%z

donc

~1 1 1 3 3 5

}7z+fz‘ +4‘—$—21/+§z‘ +9|§oﬁ—4u+§z|

I2]l| = sup(+-2—2 e - (@,y,2) #(0,0))
[+ lyl + |21
or
1 1 & 3 5 1 1 1 3 3 5
T+52 +4 iz—Zer%z +9‘§x—4y+%z < 5\1\+§\z|+4(§\z\+2\y\+g\z|)+9(% x\+4\y\+%|z\)
= 16|z| +44|y[ + 29|z

donc _

TTIZJr%z‘ +4| '72y+%2|+9|, '74y+§z| <u

=] + [yl + |2 -
avec égalité pour z = 0 et z = 0 soit pour une fonction polyndme telle que a = 0 et b + 2¢ = 0, par
2pr CoxZioyd a6
exemple P = —2X + X?2. Vérifions ce résultat; H)ﬁPI” I = % = W =44
Conclusion
(15l = 44
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