DS 5 : CORRECTION

Vendredi 22 décembre 2017
L’usage des calculatrices n’est pas autorisé

Exercice :

L’apparition des termes p + ¢ fait penser a sommer en diagonale.
La série est a termes positifs donc a méme nature que la série des sommes en diagonales.
1 1 1
. _ _ n - n _ =
Pour n fixé, S, =3 mnpq = po nri12 T 1) Dop=ol= Th

1 1
Par théoréme de sommation en diagonale, on a alors 3~ 3" ap,=>, 5 =3, =1 = 2 par

—1/2
série géométrique de raison 1/2.

Exercice :

dt = [In(t) arctan(t)]L -

arctant
1. Soit & > 0. Par intégration par parties (les fonctions sont C'! sur [e, 1], [ !

£
Int

1
Ik T5e dt.

Lorsque ¢ tend vers 0, In(te) arctan(e) ~ eln(e) — 0. Donc le crochet généralisé est convergent

arctant Int
(de limite nulle) et les intégrales généralisées fol ———dtet fol T dt ont méme nature, donc

arctant
convergentes car |, PETTT At est faussement impropre en 0 (car arctan(t) ~g t).

0
On obtient bien la formule demandée.
-1 —Int
2. Pour tout t €]0, 1], on a t? €]0,1[ et donc par DSE, o= T (1)1, Ainsi, 1—|-—nt2 =
(=D Int = fu(1).
Les fonctions f,, ainsi définies sont continues par morceaux et la série " f,, converge simplement sur

10, 1[. Enfin, fol |fnl = 5 qui est le terme général d'une série convergente par comparaison

1
(2n+1)

avec la série a termes positifs > convergente par critére des séries de Riemann (2 > 1).

an?
Finalement, par théoreme d’intégration terme a terme de Beppo-Levi, on obtient la formule de-
mandée :

1 +oo
arctant (=™
dt = —
[ == gy

n=0
3. On peut retrouver ce résultat en admettant que

= (=)t

Vt € R, arctan(t) = Z
v 2n+1

t2n+1

et en appliquant a nouveau le théoréme d’intégration terme a terme.

Probléme : autour de la fonction zeta alternée de Riemann

I. Généralités



1
. Soit z € R; si 2 > 0, alors la suite (7) est décroissante (1) vers 0 (2); d’apres le critere
n>1

. . . s (="t . L (=D
spécial des séries alternées, la série Y ~———— converge; si < 0, la suite | ———— ne
ns1  n® n¥ n>1
. (=~ o
converge pas vers 0, donc la série ) ~———— diverge (grossicrement).
n>1 n
+oo
. Comme |—t| < 1, la série géométrique 3 (—¢)" converge et sa somme vaut 3. (—t)* = T =
k=0 — (=
1
71 ; donc la suite (g,,) converge simplement vers la fonction g : ¢ — T S [0,1].

e La suite (g,) converge simplement vers la fonction ¢ sur [0, 1[;
e la fonction g et les fonctions g,, n € N sont continues (par morceaux) ;
1— (_t)n+1 1— (_t)n+1 2
= < = o(t);
1+ t 1+t 1+1¢
la fonction ¢ est indépendante de n, continue (méme sur ) et intégrable sur [0, 1].

o condition de domination : Vt € [0,1], |gn(t)| =

1
D’apres le théoreme de convergence dominée, la suite ( gn) converge vers / g.
0

N G L S G Y
Or,/ognzzk+1: . ; done F(1) / {lnl—i—t} =In2.
k=0 k=1
-1 n—1 1
. Vn > 1, Vo > 2, L < —. Comme la série Y est indépendante de n et convergente,
ne n? ns1 n?
(-1
la série Y converge normalement sur [2, +00.
ns1 nE

1
Donc son reste I, (r) = 3. — tend vers 0 et pour N assez grand |Ry| < e/2.

n>N+17
. 1 N 1
. Par ailleurs, |F(z) — 1| < Z — Y. — - Lorsque z tend vers 400, la somme (finie) > —
n=2 n n>N+1 n=2 n*

1
tend vers 0 par opérations sur les limites car — — 0 pour n > 2. Il existe donc A > 0 tel que
n

N 1
pour tout z > A, Y7 — <¢/2
n—o N%

Finalement, pour z > A, |F(z) — 1| < ¢ donc F' tend vers 1 lorsque = tend vers +oo0.

. Lien avec ¢

too (=1)" 1 —1 oo -2 oo 1
Pour z > 1, F(z) — ((z) = (=1 - =Y — = 217" 5 — = —2!77((z). On en
n=1 n =1 (2k) =1k

déduit I'égalité : F(z) = (1 —217%)((x).
. Comme 2!~ = 0, F(z) ~ ¢(x) au voisinage de 400 et donc ((z) — 1.

T —+00
. Dérivabilité de

Int t"1(1—xnt
a. Soit > 0. La fonction h, : t — ?—I est de classe C* sur ]0, +oo[ et h.(t) = %
Donc b/, est négative sur l'intervalle [}/, +-00] et positive sur |0, e’/*]. Donc h,, est décroissante

sur [e!/®, 4-00[ et croissante sur |0, e!/*].
Inn

On en déduit que la suite (—m) est décroissante a partir du rang Lel/ | 4+ 1 qui est un
e />

entier supérieur ou égal & e!/*.

Inn

b. fn x> (=1)""le™" 7 egt de classe C! et f/(x) = (—1)" —
n
1
Soit a > 0. On pose N, = |e!/¢] + 1. Pour tout = > a, la suite (ﬂ> tend vers 0 en
n* /a>n,

décroissant ; donc la série alternée Z f!(x) converge et, pour n > N,, son reste d’ordre n,
n>N,



pn (), vérifie : inrs 4 1) infrs 4 1)
na1in(n + n(n +
|,On($)| < (_1) + (n+ 1)93 < (n_|_ 1)a :

In(n + 1)
Donc s 0. Donc la séri ' iformément s
onc zggh)n(x)\ S rle o onc la série nzzjl f! converge uniformément sur

la, +ool.

e Pour tout n > 1, la fonction f,, est de classe C! sur ]0, +oo[;

e la série > f,, converge simplement sur ]0,+oo[ et sa somme est F';
n>1

e la série > f/ converge uniformément sur tout segment inclus dans ]0, 4-o00].
n>1

D’aprés le théoréme de dérivation terme a terme, F est de classe C! sur ]0, +o0] et

+00 1
ninmn

Vo >0, F'(x) = > (-1) —

II. Produit de Cauchy de la série alternée par elle-méme
8. Etude de la convergence

. (_1)n71
a. Lorsque x > 1, la série >

converge absolument ; d’apres le théoréme du produit de
n>1 n

-1 n—1
Cauchy (ou somme en diagonales), la série produit de > %
n>1 n

par elle-méme converge

n—1\ 2
e (=) 2
absolument et sa somme vaut : ( 5 ———— | = (F(z))".
=1 N

n—1 1
b. Pour z > 0, c,(z) = (=1)"2 ————— . Comme k£ — k(n — k) est maximum quand
@ = 0 S e —w b ‘

k=2 et que la somme comporte n — 1 termes len(z)| = N > (n— 1)# =
2 > " b R R O N (DU
(n—1)4"
n2 !
1 (n—1)4" o . o . .
Pour 0 < # < -, ———-— a une limite strictement positive (finie ou non), donc la suite
2
(cn(x)) ne converge pas vers 0. Donc la série > ¢,(x) diverge grossiérement.
n>2
9. Casovz =1
a ! ! ( ! + ! ) Donc
=+ =—| ==+ ——=|. Don
(X (n=[X])  n \[X] n—[X]
n—1 n—1 n—1 n—1
1 1 1 1 1 1 1
~ 1 — _1 n—2 [ — _1 n—27 (7 ) — _1 n—27 -
en(l) (=1) Zk(n—k) (=D"75 PR SOV
k=1 k=1 k=1 k=1
n—1
1 1 H,_,
— 2 1 n—2 - Z =9(=1 n—2 n
) DEE
k=1
b. Monotonie
Hy,— Hy, 1 1 H, 1 1 1
) ()
n n+1 n n n+1 n n+1 n?
1) 1 1 n—2
> 1 — - = > 0.
- ( *3 nn+1) n?2 2n2(n+1) —

n—1

Donc la suite ( ) est décroissante.
n>2



10.

11.

c. Par comparaison séries/intégrales avec la fonction ¢ — 1/t, on peut établir le résultat classique :

n—1

H,, ~ Inn au voisinage de 4+o00. Donc la suite < ) converge vers 0 en décroissant et
n>2

série alternée >~ c,(1) converge.
n>2
III. Calcul de la somme d’une série a ’aide d’une étude de ( au voisinage de 1

Développement asymptotique en 1

a. On pose h =z — 1. Comme F' est dérivable en 1, au voisinage de 1, on a :
F(x) =F(1) + hF'(1) + o(h) =In2 + hF'(1) + o(h).

2

In”2
Onaaussi:1—2""=1—-e "2 =phIn2 nThQ + o(h?) au voisinage de z = 1.
b. Développement de C
(z) = F(x)  W2+hF'(1)+o(h) 1 In24hF'(1)+o(h)
S 12t In® 2 ~ hin2 In2
P2 = 2 2R wohz) T L= Srholh)
1 , ( In2 )7 1 , In®2
= hln2(ln2+hF(1)+o(h)) 1+ > h+o(h) =9 In2+h{ F'(1)+ 5
1 (F(1) ln2>
= = R 1
h+(1n2 ) el

Développement asymptotique en 1 (bis)

la

)oo)

1
a. Pourn > letz € [1,2], ¢ — —— est décroissante sur [n,n+ 1] (qui est un intervalle de longueur

1 "t 1 o 1 1
1), donc 1.———— < — < 1.—. On en déduit que : 0 < v, (2) < — — ————.
(n+1)* n 1" n® n®* (n+1)®
b. Pour z € [1,2], 1 't(l) (vers 0) ”(1 ! ) 1
. r 1 — 1VET' T 5 Jeanast —_— = = —
our 2], la suite | 2 . converge (vers 0); comme kZ::1 R Ty
1 1
————, lasérie (— — 7) converge. De I'encadrement du (a), on déduit la conver-
(n+1)* ns1\n®  (n41)*
gence de la série Y vy, ().
n>1

n n n+1 d +ood
c. Pour z €]1,2], kglvk(:c) =3 kix —/1 a — ((2) _/1 t =((z) — 1

=1 % n—oo = r—1
+oo
d. La série Y~ v, converge simplement sur [1,2]. On note R,(z) = > wi(x) le reste d’ordre
n>1 k=n+1
de la série. I’ ‘()0<R()<+f:°<1 ! ) Ly !
n de la série. D’apreés (a), 0 < R, (z) < — - = —limy 00 — =
P w2 \kr Tkt 1) T at e hovboo g

1
——— . Donc sup |R,(z)] <
(n + 1)z a:e[lr,)Z] | ( )‘ (Tl + 1)1 n—+00 n>1

ment sur [1,2].

0. Donc la série > v, converge uniformé-

1 1 1 1 1
e. Pour z €]1,2], v,(x) = el R <nw—1 T 1)w_1) ;on (1) = . In(n + 1) + Inn.
v, est continue, sauf peut-étre en 1.
1 1
En 1:en posant h =2 —1, — = — 4 o(1) par continuité de ’exponentielle z — n~% en 1 et
ne n
1 1 1 1 1
_ —— —hlnn _ ,—hln(n+1) :*(1—h1 M —=(1=hl
-2 (nﬂ”*l (n+1)z1) (@ ¢ ) = 5 ((=Rlnnto(k) —(1—hln(n+

1

1)+ o(h)) =1In(n+1) —Inn + o(1); donc v, (x) = - +In(n+1) —Inn + o(1). Donc v, est

continue en 1.



On en déduit que la série Y v, est une série de fonctions continues sur [1,2]. La convergence

n>1
uniforme sur [1, 2] entraine donc la continuité de sa somme sur [1,2].
]_ —+o0 “+ o0
On en déduit que ((x) — i () = (Z vn(l)) +0o(1) = v+ o(1) au voisinage de
xr — n=1 n=1

1
1*. D’ou ((z) = —g T o(1) au voisinage de 17.
T —

12. Application
Par unicité du développement limité en 17 (éventuellement en multipliant par (z — 1)), on déduit

F'(1 In2 In2
de 8.(b) et 9.(e) les égalités a =1 et I (2) + HT =b=~.Dou F'(1) =In2 (’y - HT)
n

+oo (—1)"711] In2
D’apres L4.(b), SO ) e _F'(1) = In2 (DT — 7>.
n=1

n

IV. Calcul de ((4) et application a la physique :

1 1 2
Pour # > 1, on pose ((z) = Z et On rappelle (et on admet) que ((2) = Z 2= %
n>1 n>1
2 1 2
Pour m € N* et n € N*, on pose : ¢(m,n) = + + .
mn3  m2n2  mdn
13. a. Soit
> S bt = 5 Yot = 3 ¥ et
m>1n>1 m>1n>1 m>1n>1
.. 2
D’une part, on peut vérifier que ¢(m,n) — ¢p(m,n+m) — p(m+n,n) = ——.
m2n
Alors
2
> S b= 3 Setmn e = Y Yomnn = Y =2
m>1n>1 m>1n>1 m>1n>1 m>1,n>1

DM DI E S By

m>1 \n>1 m>1 n>1

_9 Z% Z% — 20(2),

n>1 m>1

Par ailleurs :

La premicre série correspond & la somme de tous les termes ¢(a,b) pour (a,b) € (N*)? (plan
supérieur droit).

La seconde série correspond a la somme des termes ¢(a,b) tels que (a < b) situés strictement
au dessus de la diagonale du quart de plan.

La troisieme série correspond a la somme des termes ¢(a, b) tels que (a > b) situés strictement
en dessous de la diagonale du quart de plan.

Finalement, I’ensemble correspond & la somme des termes ¢(a,b) tels que a = b (la diagonale

du plan), c’est a dire Y,y ¢(a,a) = 3,51 % =5-¢(4).

4

b. Donc 5¢(4) = 2((2)? = 2% et on peut alors en déduire que



14.

15.

t3

dt
et —1

+oo
Déterminer, apres avoir justifié son existence, et en détaillant les calculs 'intégrale /
0

3

1
G = e o = Taene Y = T ).

Chaque f,, est continue sur ]0, +oo[, positives et intégrable car faussement impropre en 0 et o(1/t?)
en +o0o. La série de fonction converge simplement vers f qui est continue et intégrable.

Pour ¢ > 0, comme 0 < exp(—t) < 1, on a

1 +ee
Pourn € N, / | fnl = CFSIL / u® exp(—u) du en posant u = (n+1)t changement de variables
n 0
bijectif.
Par IPP ou en reconnaissant la fonction I', on a finalement / |fnl = W qui est le terme
n
général d’un série convergente par critere de Riemann.
6 4
Donc par intégration terme a terme de Beppo-Levi, /f = ngo m =6¢(4) = %
+oo
h 1

Soit M = ° / smhe 1 dA.

4/, A exp(kB)\ )—1

h
On pose t = p(\) = ¢ changement de variables bijectif.
kAT
hc —hc
Alors A= —— et dA = ———=dt
AT hmtT © kpt?T
0 5 4575 +00 5 1575
k3t°T? (—he) 1 k3t°T®  he 1

Et M = 2mhc® £ dt:/ 2mhe® -2 dt

too e s kpt?T exp(t) — 1 0 T e kpt?T exp(t) — 1
Apres simplifications et d’apres I'intégrale calculée la question précédente,

kTRt
h3c¢z 15

2m5 k%

avec 0 = ———.
Ve T T Eh3e



