Probléme inspiré d’une épreuve de concours.
On note E I'espace vectoriel des suites réelles. La suite réelle de terme général u,, sera notée u = (un), cIN-
On considere 'endomorphisme A de E qui a toute suite u = (un),, N de E associe la suite v = A(u) de terme

général défini par
VnelN, v, = (A(u))n = Un+1 — Un

Partie 1.
1) Montrer qu'une suite u = (uy),, .y de E converge si et seulement si la série de terme général (A(u)),, converge.
Pour tout p € IN on note AP le p-iéme itéré de A défini par
A’ =1Idg , VpeIN, AP*1 = Ao AP
On dit qu'une suite u = (un)nelN est complétement monotone si pour tous naturels n et p on a
(=1)"(AP(u))n >0
2) Soit f € C°(IR*,IR). Dans cette question on pose pour tout naturel n , u, = f(n).
a) Montrer que pour tout entier naturel n, il existe un réel = de U'intervalle n,n + 1] tel que (A(u)), = f'(x).
b) Pour tout p € IN* on considére la propriété suivante :
P(p) : Vf € C*(R",IR), ¥n € IN , en posant u, = f(n), 3z €]n,n + p[ tel que (AP(w)), = P (z).
Montrer par récurrence sur p que cette propriété est réalisée pour tout p € IN*.

On appliquera Uhypothése de récurrence a la fonction g : x — f(x + 1) — f(x) et d la suite v, = g(n).
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¢) On pose f 12— 5.

i) Déterminer pour tout p la dérivée p-ieme de f.

ii) Utiliser le b) afin de montrer que la suite u = (u,), . définie par

VvneIN, u, = ——
n+1
est complétement monotone.
3) Soit u = (un), N € E.
a) Expliciter, en fonction de u, le terme général w,, de la suite w = A?(u) = A(A(u)).
b) Expliciter, en fonction de u, le terme général z, de la suite z = A3(u) = A(A(A(u))).
On définit T' ’endomorphisme de E de E par

Vue E, VneIN, (T(u)), = unt1

¢) Ecrire une relation simple entre A |, T' et Id.

d) En déduire que powr u € E ,pe Net n € IN |

(&7 (), = 21)(1)1)—’“ (%)

k=0



4) Soit b €]0,1[. Dans cette question on pose pour tout naturel n , u, = b™.

Utiliser le 3) pour calculer (AP(u)), pour tous p et n et en déduire que la suite u = (un),, Ny est complétement
monotone.

Partie II1.

Soit w une fonction continue et positive sur [0, 1] non identiquement nulle.
Dans toute cette partie on considerera la suite u de terme général

1
Uy, :/ t"w(t) dt
0

5) a) Montrer que la série de terme général (—1)*uy converge et que

+00 1
_ [ w(®)
,;O( 1)k“k‘/o T+t

b) Montrer que pour tous naturels p et n

(—1)ff’(N°(u))n:/0 (1 — t)Pw(t) dt

c) En déduire que la suite (un), .y est completement monotone.

/01% dt—/olg) <%)pw(t) dt

e) Les 5/2 démontrent et les 3/2 admettent que

/Olg (%)pw(t) dt = i/ol (%)pw(t) dt

f) En déduire, en utilisant la question 3) d), que

d) Montrer que

6) Dans cette question on pose pour tout ¢, w(t) = 1.

Utiliser le 5) pour montrer que

wr=y CUT_§S
Tl Sl e

Partie III.

Dans cette partie on se donne une suite u = (uy,), N telle que la série de terme général (—1)"u,, soit conver-
gente et on note S sa somme.

7) Donner une condition suffisante sur la suite u = (uy),, N pour que cela soit réalisé

Dans la suite on ne supposera pas la réalisation de la condition du 7) mais seulement ’hypothése
de convergence de la série de terme général (—1)"u,



Le but est de démontrer que

5= 0m =3 UV (v,

0 p=0

8) a) Utiliser le 3) d) pour montrer que
VpeIN, 1i_)m (AP(u)), =0

b) Montrer que pour tout suite (1), .y de limite nulle on a

1 P
fim i35 ) re=0
k=0
On pourra utiliser une preuve similaire & celle du théoréme de Césaro.
9) a) En déduire que

(-1

W eN, up =3 ((‘Qi)p (AP(u)) - W(N“(u)h)

p=0

b) Montrer que
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n=0

10) a) On pose pour tout entier naturel n

~ (-1
B= 3 o)
p=0
Montrer que
n+1 +o00
1 n+1
En -S= on+1 < ) E (71)kuk

— p

p=0 k=p

b) Conclure en appliquant le 8)b).
11) Soit b €]0, 1[. Dans cette question on pose pour tout naturel n , u, = b".
Pourquoi la série de terme général (—1)"u,, est-elle convergente ?

Quelle égalité nous est donnée par le résultat démontré ?



