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Epreuve de Mathématiques A MP

Un corrigé

Partie 1.

1. On calcule *AA et I’'on obtient : *tAA = I3. Donc | A est orthogonale |

2.2.1 D’apres les questions de cours, u étant linéaire et F de dimension finie,
| u est un endomorphisme continu de F |
De plus, comme u est une isométrie vectorielle, on a : VX € E, || u(X) ||=|| X ||. D’apres la définition
de la norme subordonnée qui nous est rappelée, on a donc : | ||| u ||=1 |

2.2 Soit w € L¢(F). Par composition, lapplication X ——|| w(X) || est continue sur E donc sur la
sphere-unité S(0g,1) = {X € E,|| X ||=1}. Or, comme E est de dimension finie et que S(0g, 1) est
fermée (image réciproque du fermé {1} par Papplication continue X || X ||) et bornée, S(0g,1)
est un compact de F. Comme toute application continue sur un compact y est bornée et atteint ses
bornes, | il existe Xo € S(0g,1) tel que [[| w [[|=]] w(Xo) || |

3. Commencons par montrer que Yk € N, ||| u* |[|<]|| w [||* (= 1).
La propriété est vraie pour k =0 et k = 1.
Supposons que || u* [[|<[|]u [[|* (= 1* = 1).
Alors Vo € S(0,1), |[u*t1(2)|| = |Ju(u*())|]. Or |[u(z)|| < 1
done [[u(ut @] <Ilw (I ()] <l w - 1w <]+ ]|
Récurence établie.

Remarque : cette norme est une norme subordonnée, donc une norme d’algebre.

vk €N, || u* |lI< 1.
Donc la suite (u”) est une suite bornée de L¢(E). |

4. Dans ce qui suit, on confond tout vecteur de E avec la matrice-colonne qui lui est canoniquement associée.
4.1 ker(v) est 'axe de la rotation u. On a :

gx—i—%y—i—%z T
X €ker(v) <= AX =X < —§x+§y+gz Yy <:>{
3T —3Yy+32 = 2z

Donc | ker(v) = Vect((1,0,1)) |

Soient X € ker(v) et Y € Im(v).

Alors AX =X etilexiste Z€ Etelque Y =Z —u(Z) =7 — AZ.

Dou: < X, Y >='XY =1X7Z-*'XAZ.

Mais comme A est orthogonale, A = A~! donc

AX =X = X=A"1X = X =1AX <X =1XA.

Dol : < X, Y >='X7Z—-'X7Z = 0. Comme ceci est vrai pour tout élément X € ker(v) et Y € Im(v),
| ker(v) et Im(v) sont orthogonaux |

D’aprés ce qui précede, on sait que ker(v) NIm(v) = {0g}. Par le théoréme du rang : dim(ker(v)) +
dim(Im(v)) = dim(E), donc, par caractérisation : | E = ker(v) ® Im(v) |.

4.2 Donc, pour tout X € E, il existe un unique X; € ker(v) et un unique Y € Im(v) tels que : X = X;+Y.
Mais Y € Im(v) <= 3Z € E\Y = Z —u(Z); dou
|VX € B, 31X, €ker(v),3Z € EEX =X+ Z —u(2) |

4.3 Soient X € E et m € N*. D’apres la question précédente : X = X1 + Z — u(Z) ot X; € ker(v) et
Z € E. Alors v(X1) = Og, soit u(X1) = X; et donc Vk € N,u*(X;) = X;. Donc :
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I, — Z = X1 et, par télescopage : - Z - ubt(z m(Z —u™(2)).
k=0 k=0 k=0

1
Dot : pp(X) = X1 + E(Z —u™(2)).
Ona: | Z—uwn(2) 1< (1 Z | + ] wm(2) ).
De la question 5., on déduit que : || Z —u™(Z) IS (| Z |+ | «™ |||l Z ||) < 2 || Z || puisque
Il w™ |||< 1 pour tout m € N.
1
La suite (Z — u™(Z))men est donc bornée. D’ott HIE —(Z —u"™(Z)) = 0g.
m—-+0o0 M,
Donc la suite (pn,, (X)) converge vers X; c’est-a-dire vers la projection de X
sur ker(v) parallelement & Im(v) i

Partie 2.

1. Soit A € M, (C). On suppose que ||| Al||=0
Alors : VX € E||| X [|=1 =] AX ||= 0= AX = 0p. Mais, quitte & diviser X par sa norme, on en
déduit, puisque A0g = O que, pour tout X € F, AX = 0g. Donc A = O,,.
Pour tout A€ R,on a: ||| A\A H|— sup | MAX ||= |)\| sup AX ||= A Al
X|=1 X|l=1
Pour une preuve d/f@tazllee et plus rigoureuse des pmpmetes des bornes supérieures, voir la correction
du devoir surveillé DS4-2019.

Pour toutes matrices A et B, on a : pour tout X € FE,
| (A+B)X ||=|| AX + BX [|<|| AX || + || BX [[<[[[ A [+l Bl

Dou: ||| A+ Bl All+ Il Bl Donc| Il |l| est une norme sur M, (R) |
2.2.1 B est produit de matrices a coefficients réels, donc est a coefficients réels.
De plus : f(*AA) ="A"A ="AA = B.| Donc B est symétrique |

D’autre part VX € E,’XBX =tX'AAX =1(AX)AX =< AX, AX >> 0.

Donc B € S (R).

| Par théoreme, B est diagonalisable et ses valeurs propres sont positives ou nulles |

Si Ae GL,(R),'A € GL,(R) donc, par produit, B € GL,(R). Donc 0 n’est pas valeur propre de B.
| Si A€ GL,(R), B € 57 (R) et ses valeurs propres sont strictement positives |.

2.2 Si U est une matrice semblable & B, U et B ont le méme polynéme caractéristique, donc les mémes
valeurs propres, donc | p(U) = p(B) |.
Notons que, puisque les valeurs propres de B sont positives ou nulles, p(B) = sup{\, A € sp(B)} =
max{\, A € sp(B)}.

2.3 Par le théoreme spectral, on sait que B est diagonalisable dans une base orthonormale B.
Donc il existe P € O, (R) et une matrice D = diag(Aq, ..., \,) diagonale telles que :
B =PD!'P (\,...,\, sont les valeurs propres de B distinctes ou non).
Or,on a, pour X € B : | AX ||?=< AX,AX >=!'XBX =!XPD!PX. On pose : Y = !PX; alors

ty =tXPet | AX |*='YDY = Z)\zyf Comme P est une matrice orthogonale, | Y ||?=tYY =
i=1

IXP'PX ='XX =|| X | Sionprend X € E tel que || X =1, onaalors: || AX |’< p(B) Y ¢ =
p(B).
On en déduit donc que : | [[| A [[|> < p(B) |

2.4 Notons 7o un entier entre 1 et n tel que p(B) i, €t X un vecteur propre de B, unitaire, associé a
la valeur propre p(B).
On a: || AXo 2= *XoBXy = p(B)XoXo = p(B). Dot : ([T AP =a(B) }
3.3.1 Siu est une homothétie de rapport v # 0, pour tout X € F,ona: AX =X donc || AX ||=|v] || X ||
Donc | || All= 1 |

3.2 Pour tout k € N, u* est une homothétie de rapport v* donc ||| A* |||= |y|* et
| (A%)ken est bornée ssi [y <1 |

T—7™

m(l — )

3.3 On a:Vk € N, A* = ~*I, donc P, = < Z vy ) n, soit | Pp, = I, |car v # 1. Comme

| v|< 1, il est clair que‘ mglilm P, =0, ‘




4.4.1

4.2

4.3

Par le théoreme spectral, u est diagonalisable dans une base orthonormale et A € S,,(R). D’apres la
question 2., ||| A |||?= p(B) ot B ='AA = A?%. Or, comme A est diagonalisable, les valeurs propres
de A? sont : A2, \3,...,A\2. Donc p(B) = p(A?%) = (p(A))%.

Dot :| ||| All=p(A4) |

Pour tout k € N, les valeurs propres de A¥ sont : \¥, A5 ... \E et A € S, (R). Donc, d’apres ce
que I'on a démontré & la question précédente, on a : ||| A* |||= p(A*). Mais p(A*) = sup{| \* |, \ €
Sp(A)} = (p(A)".
Donc ||| A% |||= (p(A))* et | la suite (4%) est bornée ssi p(4) <1 |

On sait qu’il existe P € O, (R) telle que : A = PD'P ou D = diag(\1, ..., \n).
Alors : Vk € N, Ak = PDF P avec DF = diag(\f, ..., \F).

1— A7 1- A"
Dot : P, = P di L. n tp.
ot 18 (m(l ) m(l = )\n))
Comme, pour tout i € {1,...,n},| A\ |< 1, alors‘ mlililm P,=0 ‘




