Exercice. D’apres E3A 2017 MP.

1.

Si deg(P) < m, alors deg(P’) < n et deg(¢(P)) < n. Donc ¢ induit une application de R,,[X] dans
R,,[X] notée ¢,

En utilisant la linéarité de 'opérateur de dérivation, on obtient rapidement que ¢,, est linéaire.
Question bien traitée.

. Explicitons la matrice de ¢, sur la base canonique fy = (1, X,..., X™) de R, [X].

Notons que ¢(1) = 1 et pour k € [1,n], p,(X*) = X* — kX* 1. On obtient donc la matrice

1 =1 0 - -+ 0
0o 1 =2
1
Matﬁo(‘ﬁn):
0
: w1 —n
0 --- 01

. a. La matrice est triangulaire supérieure. Donc x,,, = (X —1)""!. Donc ¢, admet 1 pour valeur

propre d’ordre (n+1). Or le sous espace propre associé E1(p,,) est formé des polynomes P tels
que P — P' = P, cest a dire P’ =0, donc P € Ry[X].

Sin =0, ¢g est diagonalisable (c’est I'identité).

Sin > 1, Y \esppn) dim(EN) = dim(Er1) =1 < 2 < dim(R,,[X]). Donc ¢,, n’est pas diagona-
lisable par caractérisation (géométrique) des endomorphismes diagonalisables.

. D’apres ce qui précede, 0 §£( ©n), donc ker(p,) = {0}. Donc ¢,, est injective. Comme c’est un

endomorphisme en dimension finie, d’apres le théoreme du rang, ¢, est bijective. C’est donc un
automorphisme.

. Soit i € [0,n]. Le polynéme }f—,l admet un unique antécédent par la bijection ¢, noté s;.

De plus, la famille ()f.—!i)ie[o,n] est échelonnée en degrés, donc libre dans R, [X]. Par un argument

de cardinalité/dimension, c’est une base de R, [X].

Enfin, ¢, ! est un automorphisme de R,[X], donc envoie toute base de R,[X] sur une base de
!

R, [X]. Finalement, (sg = gogl()é—!o,sl =@ —1(%), ..., 50 =, 1 (£7) est une base de R, [X].



6. Remarquons que les éléments id et 6 commutent. Alors,en développant (identité remarquable dans
I'anneau £(R,,[X])), on obtient : (id —§) o (id +d + - - - + ") = id —" 1.
Or pour tout P € R,[X], §"T1(P) = 0. Donc id —6"*! = id.

7. Comme ¢, = id -4, on en déduit que ¢, ! =id+8§ + -+ + ¢". On en déduit que pour tout i dans

4 ; Xk
[0,7], i = ¢ (5) = a0 0° () = Theo 0°(37) = Thoo -
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1. Soit My = (g 2) Par puissance de matrice triangulaire, on obtient que Mé“ = ( 0 b%) pour

tout entier &k > 0.

Donc exp(My) = hm k' (ao b%)
. . —
= lim <Zk 0 % O ) — <llmn,—>+oo Zk=0 KT 0 k)
n—+o00 0 > o , 0 limy, 400 ko b

Finalement, exp(My) = (ex%( 2 exp())(b))'

2. Soit # € R et My = ((0) g)

2
a. Commengons par observer que M} = (% 902) = 02L,.

Soit alors p € N et la propriété Py (p) : 7 pr = 6?71,”. On montre facilement par récurrence
que cette propriété est vraie en utilisant I’observation précédente.

On en déduit alors que MPTH = M x M, = §2r+1 ((1) é)

_ k _ Mk
b. Remarquons que ch(f) = w = % ( g:OB “M)

Dans cette séries, les termes de rang impairs sont nuls. Il ne reste plus que
0% + (—0)2p 202p 262p
ch(h) = (2*“ P < (o ) = o
(2p)! (2p)! ’(2p))
202 +1 )
(2p+1)!

c. De maniére similaire, on obtient shf = <Zp 0

ché sh9>
shf cho)’

3. Soit T une matrice triangulaire supérieure de M,,(C) dont les éléments diagonaux sont A1, Ag, ..., Ap.

d. En raisonnant comme pour la premiére question, on obtient exp(M;) = (

a. C’est du cours. Attention : on demandait de détailler le calcul des coefficients a partir de la
formule du produit matriciel : ¢; ; = > 1_; a; 1bk ;-
b. Si T est triangulaire supérieure, toutes les puissances de T sont triangulaires supérieures. Donc

1
toutes les matrices o -T* sont triangulaires supérieures. Alors pour tout entier n € N, la matrice

S e 071 k est une combinaison linéaire de matrices triangulaires supérieures, donc est une
matrlce trlangulalre supérieure. Chacun des coefficients situés strictement sous la diagonale est
donc nul. En passant & la limite (pou chaque coefficient sous la diagonale), on en déduit que
exp(T) est triangulaire supérieure.

La diagonale de T est composée des valeurs propres Ai, g, -, A, de T. La diagonale de T*

est composée des nombres A\¥, A5, ... \f. La diagonale de e T* est composée des nombres
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diagonale de exp(T) est composée des nombres exp(A1),exp(Az2), -+ ,exp(Ay,).
c. Soit M une matrice de M,,(C).
i. La matrice M est trigonalisable dans M,,(C) car x s est scindé dans C qui est algébrique-
ment clos (théoréme de d’Alembert-Gauss).

1
k—)\’“ . En passant a la limite pour chacun de ces coefficients, on obtient que la

ii. Il existe donc une matrice inversible P et une matrice triangulaire T telles que M = PTP~1.

1 1

Alors par récurrence M* = PTFP~1 et o Mk = P (k'Tk) P~! et en sommant :

n n 1 —_ '
2 k=0 MF =P (Zk:o ka> Pt

kE _

Or nEIqILloo E T = exp(T). Alors

exp(M) = lim § j Lok = im f:lPT’“P*1 = lim P f Lo
n—-+4oo ]{;' n—-+o0o P k' n—-+oo o k‘

Par continuité de ¢p,

exp(M) = ( lim Z k'Tk> = Pexp(T)P 1.

n—-+oo

Donc exp(P) et exp(T) sont semblables et det(exp(P)) = det(exp(T)).
D’apres la question précédente,
det(exp(T Hexp = exp(z Ai) = exp(Tr (T)) = exp(Tr (M)).
i=1
4. a. On trouve det A = —12
b. Par I’absurde, s’il existait une matrice B & coeflicients réels telle que B? = A, on devrait avoir

det(B?) = det(B)? = det(A) = —12 avec det(B) € R, ce qui est impossible.
Toujours par labsurde, s’il existait une matrice M a coefficients réels vérifiant exp(M) = A,
on devrait avoir det(A) = exp(Tr (M)) = —12 avec Tr (M) € R, ce qui est impossible..

Partie 1

On notera F' I'espace vectoriel sur le corps C des applications de R dans C combinaisons linéaires d’ap-
plications du type z + x* (pew)z = 2Fp® exp(ifiz) ou k € {0,1,2}, p €]0,+0o0] et 6 €]0, 27].
On rappelle que pour p €]0,4+00], p* = exp(z1n p).
1. a. Soit fy: x> exp(ifx). Soit n € N. Alors fo(n) = exp(ign) =" car exp(ig) = i.
b. Soit f(z) = a3 exp(irx) + fx?2%.
f est bien un élément de F' en particulier parce que p; = 3 > 0 (on ne pouvait pas poser
p1=(-3)) et po=2>0.
c. Si f est un élément de F et si zg est unréel, fi :  +— f(z+x0) = (x+20)Fp* 10 exp(if(x+10) =
Z?:o (’;) b p™0 exp(ifzo) (27 p” exp(if)) est encore un élément de F. En effet, tout application
x +— 27 p® exp(if) est dans F et f) est bien une combinaison linéaire dont les coefficients sont

les complexes (k) b po exp(ifxy).

2. .
2. a. Soit 6 € R. Pour montrer que la suite de nombres complexes <n2(§)"e“9") converge vers
neN

2. .
0, il suffit de montrer que la suite des modules (|n2(§)"629”|> converge vers 0.
neN

2 ) 2
Or |n2(§)”e’9”| =n%(5)" =400 0 par croissances comparées.

3)



b. Soit (kl, k’g) S {0, 1, 2}2, (pl, pg) 6]07 +OO[2, (917 92) E]O, 271']2 et
fi(x) = 2" pf exp(ibra), fo(x) = &2 p§ exp(iba).

On suppose que 0y # 05. Soient « et 8 complexes tels que af; + 5fz = 0, c’est a dire
az® p? exp(ifhx) + Bz*2 p§ exp(ifax) = 0, c’est & dire

b= —anki—k2 (lp);)nexp(in(ﬂl — 92)).

n
Si p1 < pa, alors comme pour la question précédente, 3 = lim,, _, oo —an®1—F2 (ﬂ) exp(in(fy—
P2
f2)) = 0. Puis a = 0 : la famille est donc libre.
Si p1 = pa, B = —an®7F2 exp(in(f; — 02)), donc |B] = |a|nFr—F2.
Alors, si k1 < ko, en passant a la limite, 8 = 0, puis o = 0 : la famille est libre.
si k1 > ko, en passant a la limite, « = 0, puis § = 0 : la famille est libre.

enfin, si k; = kg, on a pour tout entier n € N, § = —aexp(in(f; — 02)), donc en particulier
B = —a (pour n = 0) et B = —aexp(i(f; — 02)). Si a # 0, on aurait exp(i(f; — 63)), donc
01 = 0 car 6; € [0,27[, ce qui est absurde. Finalement, « = 0 et 8 = 0 donc la famille est libre.
c. i. Soit f € F. Alors f est combinaison linéaire d’éléments du type f; : z — ahi Py exp(if;x)
pour j € [1,N]. On peut supposer p; < ps < -+ < py et by < ky < --- < ky et
0y <O <--- <Oy
Supposons que Vn € N, f(n) = Ejvzl a;fi(n) =0, c’est a dire

N-1

anfy(n) ==Y a;f;(n)

Jj=1

Montrons que oy = 0 (alors par récurrence, on pourrait montrer que Vj € [1, N],a; = 0 et
finalement, f = 0).
Par l’absurde, si ay # 0, quitte a diviser par ay on peut supposer ay = 1, c’est a dire
vn €N, fx(n) = nf~¥py exp(infy) = — ;V:]l a; fi(n).
En imitant le raisonnement de la question précédente, si py > pn_1, en divisant par
n®~ px exp(infy), on obtient 1 = 0 en passant a la limite. Donc py = py_1.
De méme, si ky > kny_1, on obtient 1 = 0 en passant a la limite. Donc ky = kn_1.
Enfin,
Soit f € F. Montrer que si n, Vn € N, f(n) = 0, alors f est I'application nulle.

ii. Si deux applications f et g de F vérifiant Vn € N, f(n) = g(n), alors f —g € F et
Vn € N, (g — f)(n) = 0. Alors d’aprés ce qui précede, (g — f) = 0 donc g = f.

Dans la suite de cette partie, A est une matrice inversible de M3(R).

3. Justifier I’existence de 9 applications w; ; éléments de F telles que
Vn € N, A" = (w; j(n))1<ij<3-

D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, x 4(A) = 0. Donc A admet un polyndéme annulateur non
nul de degré inférieur ou égal a 3.

En effectuant la division euclidienne de X™ par x4, on obtient que A™ est un polynéme en A de
degré inférieur ou égal & 2, plus précisément, A" = a, A% + b, A + c,Is.

Le termes a,,, b, et ¢, sont des fonctions de n et plus précisément, s’expriment a 1’aide des fonctions
de F'. Ainsi, le coefficient de la i-eéme ligne et la j-éme colonne de la matrice A™ est combinaison
linéaire de fonctions de F' donc dans F'.

4. On pose pour tout réel ¢, la matrice y(t) = (w; ;(t))1<s <3 € M3(C).



a. y(0) = Iz et v(1) = A.
b. Pour tout couple d’entiers naturels (n,m), on a la relation : y(n +m) = A?T™ = A" .
A™ = ~(n)y(m). Pour x réel et m entier naturel, on pose f(r) = w; j(x +m) et g(z) =

Z wi’k(x)wk,j (m)
k=1

c. Pour tout n € N, g(n) est le coefficient de la i-éme ligne et la j-éme colonne de la matrice
y(n)y(m) donc est égal & w; j(n 4+ m). Donc f = g sur N. Comme ce sont des éléments de F,
alors f = g sur R. Ainsi, Vm € N, vy(z + m) = v(x)y(m).

d. Pour Vzx € R, les applications y — w; j(z +y) et y +— S 5_; wik(x)wk;(y) sont des éléments de
F qui coincident surs N, donc sur R et ainsi, ¥(z,y) € R3, y(z + y) = v(2)7(y).

. On a v(0) = v(1)y(—1), c’est & dire Is = A-y(—1). De méme, I3 = y(—1) - A donc y(—1) = A~L.

Par récurrence, on montre que pour tout entier naturel p non nul, y(pz) = v(x)P. Alors en parti-

culier, 7(1) = y(p - 1/p). Donc A = (v(1/p))".

. Chaque fonction = +— 2 p® exp(ifiz) est dérivable et sa dérivée est égale & x — ka*~1(p® exp(ifz))+

In(p)p” (z* exp(ifx)) + i0 exp(ifz)(x* p®).

Par combinaison linéaire de fonctions dérivables, w; ; est dérivable.

On note w; ; la dérivée de w; ;.

On admet que l'application ~ définie pour tout réel ¢ par v(t) = (w; ;(t))1<i,j<3 est dérivable sur

R et on pose Vt € R,7'(t) = (w] ;(t))1<i,j<n-

L Ona 3 (464 h) = (1) = 3 (118) - (1) = 7(0)).

1 1
Chaque terme E(wi’j (h) —wi ;(0)) tend vers w; ;(0) lorsque h tend vers 0. Donc le terme E('y(h) -
~(0)) tend vers +/(0). Finalement, v'(t) = 7' (0)~(¢t).
Enfin, on a vu plus haut que v(0) = I5.

On admet qu’on peut en déduire que exp(y'(0)) = A.

. BILAN : En utilisant les différents résultats du probleme répondez aux questions suivantes en
argumentant :
a. la fonction exp : M, (R) — M,,(R) est-elle surjective ?
Non : il suffit de prendre une matrice de déterminant négatif comme & la question 4 des
préliminaires.
b. la fonction exp : M, (R) — GL,(R) est-elle surjective ?
Non : il suffit de prendre une matrice inversible de déterminant négatif comme & la question 4
des préliminaires
c. image de exp : M,,(C) — GL,(C) contient-elle GL,(R)?
Oui d’apres la question 7 de la partie 1. Etant donnée une matrice A inversible a coefficients
réels, la matrice 7/(0) existe et convient.

Partie 2 : exemple

3 0 -1
Soit la matrice A = 1 -1 =2

-1 0 1
Laissée au lecteur : les calculs sont un peu longs, mais possibles.
Pour les derni¢res questions, la matrice B = ~(1/2) vérifie B?
exp(M) = A.

= A et la matrice M = +/(0) vérifie



