pour le lundi 8 octobre 2018

Exercice :

On note IR[X] la IR—algebre des polynomes a coefficients dans IR.
Pour tout polynéme P, on note P’ son polynéme dérivé.
Etant donné un entier naturel n, on note [0,n] Pensemble des entiers naturels compris entre 0 et n et IR,,[X]
le IR—espace vectoriel des polynémes de degré < n.
Soit ’application :
. RIX] —  R[X]
P — P-P
1. Démontrer que ¢ induit sur IR,,[X] un endomorphisme.
On note ¢,, cet endomorphisme.
2. Expliciter la matrice de ¢, sur la base canonique de IR, [X].
3. a. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de ¢,,.
b. L’endomorphisme ¢,, est-il diagonalisable ?
4. Démontrer que ¢,, est un automorphisme de IR, [X].

5. En déduire qu’il existe une unique famille de polynémes sq, 51, ..., s, telle que :
e Vi€ [0,n], on(si) = )f, ,
e (50,81,...,5n) est une base de IR,,[X].

On note Id l’endomorphisme identité de IR,,[X] et § I’endomorphisme induit par la dérivation sur le
IR —espace vectoriel IR,,[X].

6. Montrer que :
(Id =6)o(Id +04---+d")=1d

7. En déduire 'expression de s; en fonction de X, pour tout ¢ dans [0, n].

Probléme :

On note pour n entier n > 2, M,,(C) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n & coefficients complexes.
On notera 1 <4, < n pour indiquer que 1 <t <netl<j<n.

Préliminaires :

Si M est une matrice de M,,(C), on admet que la suite de matrices (E,) N ou
1 MP
p!
est convergente, c’est a dire que pour tout 1 <4, j < n, la suite des coefficients e; ; , se trouvant & la place (7, j)

dans la matrice F), converge vers un complexe noté €; j .
On note exp(M) = (e;,j,00)1<i,j<n la matrice obtenue en passant a la limite les coefficients. Cette matrice est

+oo
1
appelée 'exponentielle de la matrice M. On écrit alors exp(M) = E EM k= lir_i{l E,.
. p—+0o0
k=0
On admet que les fonctions

_{MH(C) — M, (C)
b A +— exp(4)

M, (C) M, (C)

et pour P € GL,(C); ¢p : { A : PAP!



sont, continues, c’est a dire que pour une suite de matrices carrées (Ap)pe]N et une matrice carrée A :

si lim A, = Aalors lim exp(4,) =exp(4)et lim PA,P~'=PAP™ "

p—>—+oo p——+oo p——+oo

+oo L

z
On rappelle et on peut utiliser librement que pour tout complexe z, exp(z) = Z o
k=0

1.

Soit My = ( 0). Rappeler la valeur de M pour tout entier k > 0 et en déduire exp(Mj).

a
0 b

6 0

a. Déterminer la valeur de M{“ pour tout entier £ > 0 en discutant de la valeur de £ modulo 2.

. SoitHEIRetM1:<O 0).

+oo
92]@
b. En partant de la série exponentielle, montrer que ch 6 = Z 2h)!
k=0 ’

c. Donner une formule similaire pour sh 6.

d. Donner une expression de exp(M7) en fonction de ch 6 et sh 6.

. Soit T une matrice triangulaire supérieure de M,,(C) dont les éléments diagonaux sont A1, A, ..., \,.

a. En détaillant les calculs d’un coefficient situé sur la diagonale et d’un coefficient situé strictement sous
la diagonale, montrer que 7% est une matrice triangulaire supérieure dont on précisera les éléments
diagonaux.

b. En déduire que exp(T) est triangulaire supérieure et préciser ses éléments diagonaux.
c. Soit M une matrice de M,,(C).
i. Rappeler pourquoi M est trigonalisable dans M,,(C)
ii. Déterminer rigoureusement une relation entre det(exp(M)) et exp(tr (M)).
3 6 —6

. Soit la matrice A= | -1 -9 11

0o -5 7
a. Donner le déterminant de la matrice A.

b. En déduire qu’il n’existe aucune matrice B & coefficients réels telle que B? = A et qu’il n’existe
aucune matrice M a coefficients réels vérifiant exp(M) = A.

Partie 1

On notera F' ’espace vectoriel sur le corps C des applications de IR dans C combinaisons linéaires d’applications
du type z > z* (pew)x = z¥p% exp(ifiz) ou k € {0,1,2}, p €]0, +o0] et § €]0, 27].
On rappelle que pour p €]0, +00], p* = exp(z1n p).

1.

a. Soit fo: 2+ exp(ifx). Soit n € IN. Exprimer fo(n) en fonction de i et n.

b. Déterminer un élément f de F vérifiant pour tout entier naturel n, f(n) = a(—3)" + Bn?2" si a et
B sont deux constantes complexes.

c. Si f est un élément de F et si o est un réel, expliquer pourquoi « — f(x + () est encore un élément
de F.

2. .
. a. Soit # € IR. Démontrer que la suite de nombres complexes <n2(3)”e’9”> converge vers 0.
neN

b. Soit (]{1, k’g) S {O, 1, 2}2, (pl, p2) E]O, +OO[2, (917 92) E]O, 271']2 et
fi(x) = 2" pf exp(ibh ), fo(x) = &2 p§ exp(iba).

Moutrer que si 81 # 0o, alors la famille (fi, f2) est libre.
On pourra par exemple, supposer p; < ps et commencer par examiner les cas p; < pa et p1 = po.

e

i. Soit f € F. Montrer que si n, Vn € N, f(n) = 0, alors f est Iapplication nulle.

ii. Que peut-on dire de deux applications f et g de F' vérifiant Vn € IN, f(n) = g(n)?
Dans la suite de cette partie, A est une matrice inversible de M3(IR).



3. Justifier I’existence de 9 applications w; ; éléments de F telles que
vn € IN, A" = (w;;(n))1<i,j<s-

On pourra distinguer des cas en fonction du nombre de racines du polynoéme caractéristique de la matrice

A.

On ne demande pas de résoudre des systémes, une explication de la méthode pourra suffire.
4. On pose pour tout réel ¢, la matrice (t) = (w; ;(t))1<i,j<3 € M3(C).

a. Quelles sont les matrices v(0) et (1) ?

b. Justifier que pour tout couple d’entiers naturels (n,m), on a la relation y(n+m) = v(n)y(m). Pour

x réel et m entier naturel, on pose f(z) = w; ;(x +m) et g(x Zwl p(@)wr,;(m).

c. Démontrer que 'on a f = g et en déduire que VYm € IN, v(z + m) = 'y(a:)'y(m).
d. En déduire que
V(z,y) € R, y(z +y) = v(2)(y)-
5. Démontrer que y(—1) = A™1 et que pour tout entier naturel p non nul, (y(1/p))? = A.

6. Justifier que chaque fonction x + x*p® exp(ifiz) est dérivable et préciser sa dérivée. En déduire que w;
est dérivable.

On note wj ; la dérivée de w; ;.
On admet que lapplication ~ définie pour tout réel ¢ par v(t) = (w; ;(t))1<i,j<3 est dérivable sur R et on
pose Vt € R, ~/(t) = (waj(t))lgi’jgn.

7. Montrer que la fonction v est une solution de I’équation différentielle u'(t) = 4/ (0)u(t) vérifiant u(0) = I3
ou la fonction inconnue u vérifie pour tout réel ¢, u(t) € M3(C).

On admet qu’on peut en déduire que exp(vy'(0)) = A.
8. BILAN : En utilisant les différents résultats du probléme répondez aux questions suivantes en argu-
mentant :
a. la fonction exp : M, (IR) — M, (IR) est-elle surjective ?
R) — GL,(IR) est-elle surjective ?
c. l'image de exp : M,,(C) = GL,,(C) contient-elle GL, (IR) ?

—~

b. la fonction exp : M.,

Partie 2 : exemple

3 0 -1
Soit la matrice A = 1 -1 -2
-1 0 1

1. Donner le polynéme caractéristique de la matrice A.
2. La matrice A est-elle diagonalisable ?

3. En utilisant le théoréme de division euclidienne, déterminer 9 fonctions w; ;(n) € F' telles que A™ =
(wi,j(n))1<ij<n-
4. En déduire :
a. La matrice A~1L.
b. Une matrice B € M3(C) telle que B? = A.
c. Une matrice M € M3(C) telle que exp(M) = A.



