Exercice 9 :

Soit ¢: R — R dérivable. On pose f: R* x R — R définie par f(z,y) = p(y/x).
Montrer que f vérifie la relation :

of of _

xax(x,y)way(w,y) =0.
of _ 0 Yy L , ,
ngc (x,y) = %xga(y/x) = 1302 ' (y/x) par dérivation d’une composée.
_— —_ — — . !
By (z,y) 6yw(y/w) (/)

of Of (py= Y. Y. o(y)e) —

Done z - (z,9) +yg-(2.9) = = - ¢'y/x) + T - ¢'(y/x) = 0.
Remarque :

0 0
Réciproquement, on peut montrer que si f vérifie la relation xﬁ—f(x,y) + ya—f(:uy) = 0, alors il existe ¢ telle que
€ Y
f@,y) = o(y/z)
g of

. . of . )
En effet, en posant g(r,0) = f(rcosf,rsind), on obtient : r 5 =" (cos&ax + smﬁay
par la régle de la chaine.
, . , Jg g
Donc f est solution ssi g est solution de r - Pl 0, donc Pl 0.
Done g(r,0) = ¢(0), c’est a dire f(x,y) = ¢(arctan(y/x)) = o(y/x).
De plus, si f est C1, il faut ¢ de classe C*.

Exercice 10 :

Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 des fonctions suivantes :
W: flz,y)=2*(z+y) @: f(@,y)=cos(zy)

On trouve %(m,y) =322 + 2zy et g(l’yy) =22

dy
O o*f ,
Puis g0 (z,y) =2z = 90z (x,y) (calcul ou bien Th. de Schwarz)
0 f o f

Remarque (hors programme, pour les plus motivés) : on appelle Hessienne de f la matrice de taille 2 suivante :

o f

Hwy) = | %00

g0z (z,y) 990y (z,y)

0% f

(z,9) (z,9)

Lorsque f est de classe C?, cette matrice est symétrique (th. de Schwarz) réelle, donc ... diagonalisable par th. spectral !
Ses valeurs propres dépendent de (x,y). En (xg,y0) un point critique (V f(xo,y0) =0) :

— st les deux valeurs propres sont strictement positives, le point critique est un minimum,
— st les les deux valeurs propres sont strictement négatives, le point critique est un maximum,

— [l'une est strictement positives, lautre strictement négative, le point critique n’est ni un maximum, ni un MIMINUM
(on parle de point col ou point selle).

— Si l'une des valeurs propres s’annule, on ne peut rien dire sans étude plus approfondie.
FEzxzemple :
Ici, V(f)(z,y) = (322 + 2zy,2?) = (0,0) & z =0,y € R.
Tous les points de l'axe des ordonnées sont des points critiques.
En un point (0,y), la Hessienne est égale d

Hy(0,y) = (QOy 8)

Dans ce cas, on ne peut pas conclure de la nature des points critiques.
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Pour la deuziéme fonction, on trouve la Hessienne :

O ) ZL oy
| 0z0x" Oyox _ (—y*cos(zy) —wycos(ry)
Hy(z,y) = (?%fx r - (fxy cos(zy) —x? cos(a:y))
8y69[;(x’y) m(xay)

Exercice 11 :
Soient f: (z,y) — f(z,y) de classe C? et g: (r,0) — f(rcos@,rsinf).
Justifier que g est de classe C? et exprimer

Pf S

—_— _l’_ —_—

or?  0y?

en fonction des dérivées partielles de g.

On pose g(r,0) = f(rcos@,rsinf). Alors :

@(r, ) = cos Qg(r cosf,rsinf) + sin Ha—f(r cos B, rsinf)

or or oy

99
06

(r,0) = —rsin Gg(r cos @, rsinf) + r cos 9%(7“ cos @, rsinf)

ox dy

Au passage, en combinant les lignes du systéme, on peut calculer :

Lo i ) — a9 _ L. 9

ngc (rcosf,rsinf) = cos 037" (r,0) { slnﬂga (r,0)
ing) = sing g - 99

ay(rcos@,rsm@)—Slﬂ@ar(r,0)+Tc08989(7’,0)

Et trouver ’expression du gradient en polaire :

20, rsin6) — (cos 022 Lno? 929 Leoso?
Vf(rcos@,rsm&)—(cosﬂar(r,ﬁ)—r31n989(r,0),s1n98r(r,0)+rcosﬂae(r,é))

Pour le Laplacien :

2 2 2
grg (r,0) = cosf (cos 0%(7“ cosf,rsinf) + Sina(‘)ay@fa: (r cos 9,rsin0))
2 2
+siné <cosﬂaag (rcosf,rsinf) + sin&%(r cos @, rsin 0))
Loy )
2 2 2 2
grg (r,0) = cos? 9%(7" cosf,rsinf) + QSinﬁcosﬁaayafx (r cos B, rsin ) + sin’ 9%(7‘ cos 0,7 sin )
0%g of : L Of .
Et w(n 0) = —TCOSQ%(T cosf,rsinf) — rsmea—y(rcos 0, rsin0)
2'2982f 0,rsin6) — 2r?sin 6 (92 6,7 sinf
+r? sin @(TCOS ,7sin @) — 2r2 sin 0 cos axay(rcos ,7sin0)
2 2 82f .
+7r< cos Ha—yg(rcosﬁ,rsm@)
oy o of of
o9 L2%9 gy = - fl(i o)+ 2 - )
52 (r,0) + 3902 (r,0) = Af(rcosf,rsin@) -\ 92 (rcosf,rsinf) + Dy (rcosf,rsin@)
2 2
%(T,G)Jr%%(r,ﬁ):Af(rcosﬁ,rsinﬂ)f%%(r,ﬂ).
Finalement :
0%g 1 0% 10g
Af(z,y) = ﬁ(ﬁe)‘Fﬁﬁ(ﬁe)‘*‘;E(ﬂa)-

12



Exercice 12 :

Soit f: R? — R une fonction différentiable homogéne de degré n € N c’est-a-dire vérifiant
Vvt € R,V(x,y) € R?, f(tz, ty) = t" f(z,y).

1. Montrer que
8f 3f
8x 8y

2. On suppose n > 1. Montrer que les dérivées partielles de f sont elles aussi homogenes, préciser leur degré.

=nf.

Exercice 13 :

On considére la fonction f: R? — R définie par

EL si (2,y) # (0,0)
0 stnon.

f(x7y) = {

1. f est-elle continue ?
2. f est-elle de classe C' ?

1. [sin(zy)| ~(0,0) lzy| donc |f(z,y)| ~

|y <l ||
ol + [yl el + [yl T
Par comparaison, [ tend vers 0 également et f est continue en (0;0). Partout ailleurs, f est continue par théorémes
opératoires sur les fonctions continues.
Finalement f est continue sur R2.

< |y| tend vers 0 lorsque (x,y) tend vers (0,0).

. De méme, f est C1 sur R%\ {(0,0)}.
y(x + y) cos(xy) — sin(zy)
, (2 +9) '
2/n? - cos(1/n?) — sin(1/n?) _of

Y — £#0=32(0,0).

Or pour x >0 ety > 0, g—i(x,y) =

Alors 8—(l/n 1/n) =

8
Donc —f n'est pas continue en 0 et f n’est pas C* !

ox

Exercice 14 :

Soit f: R?2 — R la fonction définie par

AL si(z,y) # (0,0)

0 sinon.

f(xay) = {

1. Montrer que f est de classe C' sur R?.

2. Montrer que %(0,0) et 8ayaf (0,0) existent et différent. Qu’en déduire ¢

3 2,3 2 4
. Par composition, f est Ct sur R?\ {(0,0)} et %(w,y) = x2y+ i (zgiijﬂ)Q et %(m,y) = xf?gﬂ - (a?finy)Q'
De plus, %(0, 0)=0= g(o, 0) par dérivation des fonctions partielles ou par taux d’accroissement.
f y? ’
Enfin, (x y)‘ <yl ==——= iy + 2|y| ( ) — 0 lorsque (x,y) tend vers (0,0).
X of
De méme, on montre que aw(z,y)’ — 0.

D’aprés le cours, f est donc de classe C' sur R?.

L(of ) ol (3f ) 0*f 0*f ,
. Par contre, ; (89& (0,9) 1 et By (,0) ) =0 donc 920y ——(0,0) # 90z (0,0) et par th. de Schwarz, f n’est pas

de classe C? sur R2.
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