Banque exos 5/2

Exercice 1 +++ : Sup sur les polynémes : (1)

Soit A une partie non vide de R. Pour tout polynome P € R[X], on pose

| Plla = sup | P(z)].
z€A

Quelles conditions A doit-elle satisfaire pour que l’on obtienne une norme sur R[X] ¢

Exercice 2 sxx : Deux normes équivalentes sur C! (2)

Soit E = CY([0,1],R). On définit
N(f) = 1£O)+ 1 Nlsos N'(£) = Iflloc + 1 lloo-

1. Démontrer que N et N’ sont deux normes sur E.
2. Démontrer que N et N' sont équivalentes.

3. Sont-elles équivalentes d || - ||oo 7

Exercice 3 ++ : Suites extraites - pour bien comprendre... (3)

Soit (un)nen une suite réelle.

1. Parmi les suites ci-dessous, trouver celles qui sont extraites d’une autre :
(UZn)n€N7 (u3n)nENa (uﬁn)n€N7 (u3.2")n6Na (u3.2“+1>n€N7 (UQ")nGNv (u2”+1)n€N-

2. Soit (uw(n))neN une suite extraite de (un)nen. Montrer que toute suite extraite de (u<p(n))neN est extraite
de (un)nEN-

Exercice 4 xxx : Suites extraites vérifiant certaines propriétes (/)

Soit (uy,) une suite de nombre réels.
1. On suppose que (uy) est croissante et qu’elle admet une suite extraite majorée. Que dire de (uy,) ?
2. On suppose que (u,) est croissante et qu’elle admet une suite extraite convergente. Que dire de (uy) ?

3. On suppose que (uy) n'est pas majorée. Montrer qu’elle admet une suite extraite qui diverge vers +0oo.

CORRIGE 1
En particulier, il faut || X||4 < 4+o00. Nécessairement A est donc une partie bornée.

De plus, A ne doit pas étre de cardinal fini. En effet, si A = {a4,...,a,}, le polynéme P = (X —a;)--- (X —a,), alors P # 0

et pourtant ||P||4 =0...
Réciproquement si A est une partie infinie bornée, alors montrons que ||.|| 4 est une norme.

1. Pour P € R[X], || P||4 est bien un nombre réel.
. |-/ est bien positive et définie car le seul polyndéme qui admet une infinité de racines est le polynéme nul.

2
3. on montre de maniére classique (mais rigoureuse) que sup e 4 [AP(2)| = |A|sup,ec4 | P(2)]
4

. pour tout z € A, |P(z) + Q(z)] < |P(x)| + |Q(x)| < ||P|la + ||Q]la. En passant au sup, on obtient bien 'inégalité

triangulaire.



CORRIGE 2

1. Comme f et f’ sont continues sur le segment [0, 1], || f|loo €t ||f/||co sOnt des réels positifs. Donc N et N’ sont & valeurs
dans R .

Si N(f) =0, alors f' =0 et f(0) = 0. Donc f est constante égale & 0 sur 'intervalle [0,1]. Donc N est bien définie.
On montre facilement que N’ est bien définie également.
On a montré en cours que ||Af]|co = |A|l|f]lco- Donc N et N’ sont positivement homogeénes.
Enfin, N(f +9) = [(f + 9)(O)] + [[/" + g'llc <[fO)] +[9(0)[ + [[/'loc + l9'lloc = N(f) + N(g)-
De méme, N'(f +g) = N'(f) + N'(g)-
2. Déja, N(f) < N'(1).
T

De plus, si z € [0, 1], alors f(z) = f(0) —|—/ f.

xr OI
Donc [7()] < 15O+ [ 1711501+ [ 17 Iwdt < FO)]+ 1] = N(7).

0 0

Ainsi, [[fllc < N(f) et N'(f) <2N(f).

3. En posant f,(z) = ™. Alors N(f,) = n tandis que || fn|loc = 1. Donc N et ||.||c ne sont pas équivalentes. Comme N

et N/ sont équivalentes, N’ et ||.||coc ne peuvent pas étre équivalentes par transitivité de 1’équivalence des normes.

CORRIGE 3
1. — si une suite (ug(,)) est une suite extraite de la suite (u2,), pour tout n, ¢(n) doit étre un nombre pair. Donc (usy,)

n’est pas une suite extraite de (us,). En revanche, (ug,) en est une, tout comme (uz.gn+1) €t (ugn+1).
Par contre (ugn) n’en est pas une car uge = uj n’est pas un terme d’indice pair. De méme pour (us.on).

— par des raisonnements similaires, les suites extraites de (usy) sont (ugy), (ug.2n) et (ug.gn+1).

— La seule suite extraite de (ugy) est (uz.gn+1).

— La seule suite extraite de (ug.on) est (uz.gn+1).

— La seule suite extraite de (ugn) est (ugn+1)

— Aucune suite n’est extraite de (uz.gn+1) ni de (ugn+1)

2. Posons v, = ug(p). Si ¢ est une extraction, alors vy ) = Ugoy(n) (attention & 1'ordre de composition des extractions!)
Or ¢ o 9 est strictement croissante par composition de fonctions strictement croissantes et est a valeurs entiéres. La
suite (Vy(n)) est donc bien une suite extraite de (uy,).

CORRIGE 4
1. On va prouver que (u,) est convergente en prouvant qu’elle est majorée. Soit M un réel et ¢ une extraction telle que

(Ugp(n)) est majorée par M. Soit n € N. Alors u, < ug,) < M. Donc u est majorée, croissante donc convergente.

2. Puisqu’une suite extraite convergente est majorée, on peut utiliser la question précédente et conclure.

. I suffit de construire par récurrence sur n une suite de valeurs ¢(n) telle que ¢(n + 1) > ¢(n) et ugem) > n.

Initialisation : (u,) n’est pas majorée par 0. Donc il existe py = ¢(0) tel que u,, > 0.

Hérédité : soit n € N et supposons que ¢(n) = p,, soit construit.

Si (par Pabsurde) Vp > pn, up < n+ 1, alors (u,) serait majorée par max{uo,...,up, } U{n + 1}. Donc il existe
Pnt1 > ¢(n) tel que uy, ., > n+ 1. Il suffit de poser p,11 = ¢(n + 1).

La suite extraite (ug(n)) vérifie donc par construction ug,) > n. Par théoreme des gendarmes, cette suite extraite
diverge vers +oo.



