SERIES

Le but de ce chapitre est de consolider les acquis de premiere année relatifs aur séries numériques et d’étendre la notion de

série convergente au cadre des espaces vectoriels de dimension finie.

Dans tout le chapitre, K désigne le corps des réels ou le corps des complexes et E est un espace vectoriel sur K de dimension

finie. L’espace vectoriel E est muni d’une norme qu’on notera ||.||.

I — Séries

1) Vocabulaire et notations

. Définitions et notations (1)

n
Soit (un) une suite a valeurs dans E : soit la suite de ses sommes partielles (Sy,) définie par S,, = Z Uk«
k=0

(1) : On appelle série vectorielle de terme général w,, le couple ((u,),(Sn)) que 'on note aussi Y uy,.
(2) : On dit que la série vectorielle Y u, est convergente lorsque la suite (S,) admet une limite finie dans E.
Sinon, la série est dite divergente.

+o00
(3) : Lorsque c’est le cas, le vecteur lirf S, est appelé somme de la série et est noté Zuk,
n—-+0o0
k=0

(4) : Etudier la nature d’une série vectorielle consiste a préciser si la série converge ou diverge.
Remarque : ces définitions s’adaptent lorsque la suite (uy,) n'est définie qu’a partir d’un certain rang ng.

+oo
(1) : Compléter : up € ... et (up) € ..., Y up €... et Zuke....

k=77.()
+oo
(2) - Pourquoi peut-on toujours parler de Y u, ¢ Qu’'en est-il de Z ug ?
k:=n0

Exemples (2)

(1) : Séries numériques géométriques dans C, séries vectorielles géométriques dans M,,(C) ou dans L(E).
(2) : Série numérique harmonique, série numérique harmonique alternée.

s . 4. . . o 3 . 1
(3): Séries numériques ou vectorielles télescopiques : exemple : Y e

—| Propriétés des séries numériques ou vectorielles (3) I

n
(1) : Lien entre (uy) et > up : Vn > Lupqy1 = Spq1 — S = (Z Ugt1 — uk) + ug.
k=0
o Ainsi, la suite (uy) et la série Y (up41 — upn) ont méme nature.
(2): Le terme général d’une série convergente tend vers O (condition nécessaire mais pas suffisante).
3): Lorsque (u,) ne converge pas vers O, on dit que Y u, diverge grossiérement.

4) : On ne modifie pas la nature d’une série en modifiant un nombre fini de termes.
+oo

(5): Soit > u, une série convergente de somme L. On définit son reste d’ordre n par R,, = Z up =L —S,.
k=n+1
o Alors la suite (Ry,) tend vers 0.

6) : L’ensemble C des séries convergentes a valeurs dans E est un e.v.
+oo

(1) : L’application S : > u, € C — Z ur € E est une application linéaire.
k=ngo
St E =K, S est une forme linéaire.
(8): Si E est de dimension finie, une série vectorielle est convergente si et seulement si les séries scalaires des
coordonnées sont convergentes. La somme se calcule coordonnée par coordonnée dans une base de E.




2) Critéres de convergence

—{ Condition nécessaire (/) }

(1) : Sila série > u, est convergente, alors (u,) converge vers 0.
La réciproque est fausse.
(2) : Lorsque (uy) ne converge pas vers 0, on dit que la série Y u, est grossiérement divergente.

—{ Théoréme (condition suffisante) : une série vectorielle absolument convergente est convergente () ‘

+oo +oo
Si Y ||lunl| est convergente alors > u, l'est aussi et on a || ZukH < Z ||l
k=0 k=0

Exercice 2 : Exemple de série matricielle

Soit E = M, (R) muni d’une norme d’algébre |.||, c’est & dire que pour A et B dans E, ||AB|| < || 4|l - || B]|-
Soit alors A telle que | A|| < 1.

(1) : Montrer que > A™ est une série convergente et déterminer sa limite.

1
(2) : Montrer que pour tout A € E, la série —'A" est convergente.
n!

—{ Théoréme de comparaison des séries numériques a termes positifs (6) }

Principe général : une série da termes réels positifs (éventuellement a partir d’un certain rang) converge si et
seulement la suite des sommes partielles est majorée. Dans ce cas, la somme de la série est la borne supérieure
des sommes partielles.

Lorsqu’une série a termes réels positifs est divergente, on convient que sa somme est égale a +oo.

@: Si0 < u, < vy, pour tout n, alors 0 < Z;ﬁ% up < Z;ﬁ% vk (dans [0,400] ).

En particulier, si Y uy, diverge, > vy, diverge aussi et siy_ vy, converge, alors Y w, converge aussi.

(2): St (uy) et (vy) sont des suites & termes positifs telles que u, = O(vy,) et > vy, converge, alors > u, converge.
(3): Si(uyn) et (vy) sont des suites a termes positifs telles que u, = o(vy,) et Y v, converge, alors " u, converge.
) : Si (up) et (v,) sont des suites a termes positifs telles que u, ~ vy, alors Y u, ety v, ont méme nature.

—{ Théoréme de comparaison des séries vectorielles (7) }

Pour montrer qu’une série vectorielle " u,, est convergente, il suffit d’utiliser un théoréme de comparaison des
séries numériques d la série Y ||uy||.

Exercice 3 : Exemple

(1) : Retrouver que la série L est convergente en la comparant d une série télescopique convergente.

712

nle”
n"y/n
(2) : Ftudier la série Z(ln Up — Inuy,_1) en faisant un DLs de son terme général puis en utilisant un théoréme
de comparaison.

On veut montrer que la suite de terme général u, = converge vers un réel non nul.

Exercice 4 : Contre-exemple en cas de signe variable :

Etudier les natures des séries > (?/1; et Z((f\/lﬁ)n + %)

—{ Théoréme : critére spécial des séries numériques alternées (8) }

Soit (u,) une suite réelle positive décroissante de limite nulle.

(1) : La série > (—1)"u, est convergente.

(2) : Deux sommes partielles successives encadrent la somme compléte.

y: Soit R, = Z:2+1(—1)kuk. Alors Ry, est du signe de (—1)"1 et |Ry,| < tnys-
4) : Le signe de la somme de la série est celui du premier terme de la série.

) : llustrer le résultat par un dessin.




Exercice 5 : Applications ———
Montrer que

(1) : Pour tout a > 0, la série Z ﬁ (n > 1) est convergente.
too (_1)n+1
On note n(a) = E ~———— (fonction éta de DIRICHLET).
nOé
n=1
—+oo n+1 n+1
(="t
: In2= —_—
e ; Z 2n(n —|— 1)

Exercice 6 : Contre exemple? ————
Exhiber une série alternée > (—1)"uy, divergente telle que (u,) tend vers 0.

—{ Théoréme : comparaison d’une série et d’une intégrale : (9) }

Soit f :[0,+00[— R continue par morceaux, positive, et décroissante.
On pose F(x) :/ I et/ f= lim F(x) € [0,+o0].
[O,+oo[ T—r—400

[0,2]
(1) : La série de terme général f(n) — / f est convergente et sa somme est magjorée par f(0).
[n,n+1]
2): > f(n) converge <= F est majorée <= f est une valeur finie.
[0,+00]

@3): On a les inégalités suivantes dans [0, +o0] :

+o0 too
S X \ 5 B k S .
/[0,+oo[ f S Z f(n) S f(O) - /[‘0,+oo[ f c¥n el /[n+1,+oo[ f S Z f( ) S ~/[n,+oo[ f

n=0 k=n+1

—{ Applications (10)}

2 - 1
(1) : Convergence des séries de RIEMANN : la série ) — est convergente < a > 1
n

+oo

(on pose alors ((a) = Z nia)

n=1
(2) : Convergence des séries de BERTRAND : la série
B >1.

est convergente < « > 1 ou bien o = 1 et

_
ne(Inn)?s

- Exercice 7 : Comparaison a une série de Riemann :

(1) :  FEtudier la nature des séries Y(tan(1/n) — 1/n), S exp(—n), Z#, 2(12372 , Yoexp(—+/n),
nn &

Sl exp(—yvn), ¥ WL S Sl

—{ Théoréme : Reégle de D’ALEMBERT pour les séries numériques strictement positives :  (11)

Soit (uy) une suite & termes réels strictement positifs telle que le rapport w,y1/u, admet une limite £ € [0, +00].
Si € <1 : pour tout o € [, 1], up, = o(a™) et Y u, converge.

Si € >1 : pour tout o € |1,4[, a™ = o(uy) et Y uy, diverge grossicrement.

Si ¢ =1, on ne peut rien dire de général.

Exercice 8 : Applications :

Montrer que :
n

x
(1) : la série " — est absolument convergente pour tout x € C.
n

2): pour z € C et p €N, la série de terme général nPz"™ est absolument convergente si |z| < 1 et grossiérement
divergente si |z| > 1.

@3): si M € My(C) et p € N, la série de terme général n? M" est absolument convergente si Sp(M) C {z €
C tels que |z| < 1} et grossiérement divergente sinon.

@ : la série " #{2”_1) est convergente.

(5): la série )y ’ZL—T est divergente.




3) Comparaison et sommation des relations de comparaison de séries vectorielles

—{ Théoréme (12)}

Soient (un) une suite vectorielle, (v,) une suite réelle positive. On suppose u, = O(vy) (resp. up, = o(vy,),

Up, ~ Up).
+oo “+o0
(3) Si > v, converge alors > u, converge aussi et Z up = O < Z vk> (resp. 0, ~).
k=n-+1 k=n+1

(i)  Si > vy, diverge alors Zuk =0 (Z vk> (resp. o, ~).
k=0

k=0

Exercice 9 : Applications
Montrer les résultats suivants :
(1) : Lemme de CESARO : soit (uy) une suite vectorielle convergeant vers ¢ € E. Alors la suite de terme général

_ 1 .
Vy = m(uo + -+ 4 uy,) converge aussi vers £.

) : Lemme de CESARO : soit (u,) une suite réelle divergeant verst+oo. Alors la suite de terme général v, =

1 . .
a7 (uo + -+ -+ uyp) diverge aussi vers +oo0.

3): Equivalent du reste : soit (un,) une suite réelle positive telle que uy, ~ n% avec A >0 et a > 1.

+oo
Adt A
Alors Uk ~ / —_— = .
Z [n,+o0] te (a _ 1)n0‘*1

k=n-+1

Exercice 10 :

Déterminer un équivalent du reste de la série ng’il

Méme question pour > n+1\/ﬁ

Exercice 11 : Développement a trois termes de H,
(1) : Montrer que H,, ~ In(n).
(2) : Montrer que (H,, —Inn) est convergente vers une limite finie v > 0.

1
3): En écrivant que Inn =Y ) _oInk — In(k — 1), montrer que H,, =Inn + v+ T +o(1/n).
n

Exercice 12 : Exemple de transformation d’Abel
Soit la série Y % On note S, = > 1_qsin(k).
(1) : Montrer que la suite (S,) est bornée.

N . N
. . sink S SN+1
(2): En écrivant que sin(n) = S, — S,—1, montrer que E = ( E ) — S0+ .
=k Pt n(n+1) N+1

3): En déduire que la série )" *>" est convergente.

a2 Q
@) : En linéarisant sin®, montrer que la série E% diverge. En déduire que la série ) ** n’esl pas

absolument convergente.

4) Séries doubles

—{ Définition (13) }

La série double )", >~ a4 est dite convergente si :
—+o0
(i)  pour tout p € N, la série de terme général ap, converge; on note S, = E Qpq ;
q=0
+oo +o0 400
(ii)  la série de terme général S, converge; on note S = E Sp = E E Qpg-
p=0 p=0g=0
400 +00
En cas de divergence, si les a,, sont des réels positifs, on convient d’écrire E E (pg = +00.
p=04¢=0




Exemples (14)

+oo 400 +oo 400

Z Z Z Z converge <=« > 2.

p=1gq=1 (p+ q p=1q=1 (p+a

+00 +00o 1 |$|a + |y|a " 5
ZZ ——— converge <= «a > 2 par encadrement de -————— sur le cercle unité de R*.
p—1g— 1P +4 (|| + |y])

+00 00 +oo +00

Z Z apby = (Z aP)(Z by) lorsque les deux séries simples convergent.

p=04¢=0 p=0 q=0

Remarque : si les ap et les by sont strictement positifs, c’est une CNS.

400 +00 400 +00

ZZ Op,g+1 — Ogp+1) = —1 etzz pat+1 — Ogpt1) = 1.

p=0¢=0 q=0 p=0

—{ Théoréme de FUBINI (15) }

+00 +o00 +o00 +o0
(i)  Soit (apq) une suite double d termes réels positifs. Alors Z Zapq = Z Zapq (égalité dans [0, +00] ).
p=0 g=0 q=0 p=0
+00 +o0 +00 +o0
(i)  Soit (apq) € EN telle que lune des deuz séries doubles ZZ llapgll et ZZ llapqll est convergente.
p=0 g=0 q=0 p=0
+o0 +oo +o00 +oo
Alors Uautre aussi et les séries doubles Z Zapq et ZZam convergent et ont méme somme.
p=0 g=0 q=0 p=0
400 +oo 400 +oo
De plus, || Z Zaqu < Z Z llapqll-
p=0 g=0 p=0 g=0
Exemples (16 )
p:2 p=2q= o q=2 p=2 9= q(qf 1)
= R == O ) e O )
> ((p => Z => Z =1-2In(2)
p=2 p=2q=2 =2 p=2 p q(g—1)
—{ Théoréme : Séries doubles sur un triangle (17) }
+o00o 400 +oo ¢
Soit (apq) € EN. La relation ZZCLPQ = Z Zapq a lieu si les apq sont réels positifs ou si l'une des séries
p=0q=p q=0p=0
+o00o 400 +oo ¢
doubles Z Z lapg|l = Z Z lapg|| est convergente.
p=0q=p q=0p=0
—{ Théoréme : sommation par diagonales (18) }
Soit (apq) € EN et 8, = Z W
ptg=n

+00 +00 +o0
La relation Z Zam = Z Sy a lieu si les apq sont réels positifs ou si la série double de terme général ||ap,||

p=0 g=0 n=0

est convergente. Dans ce dernier cas, la série Y ||Sy|| est aussi convergente.




Exemple et contre exemple : (19)

400 400 1 400 n—1
Ezxzemple : > 2, — = = —-1)— .
ple : pour a ZZ(p+ e Z: e C(a ) — (o)
p=1qg=1 n=2
Contre-exemple : Z Z Op.g+1 — Ogpt+1) = 0.
n=0p+qg=n

—{ Théoréme : produit de CAUCHY : (20) }

Soient (a,) € EY, (b,) € EY et B : By x By — E une application bilinéaire entre ev de dimensions finies. On
pose ¢, = Z B(ayp, byq)

pt+q=n
+o0 +oo
St les séries > |lan|| et > ||bn|| sont convergentes alors Y ||cy|| Uest aussi et ch = Z ag, Zbk
k=0 k=0

Cas particulier : si ) a, et Y b, sont des séries complexes absolument convergentes alors Z cn

avec ¢, = Zp+q:n ap - bg l'est aussi et Z e = <Z ak> (Z bk> .
k=0 k=0 k=0

Exemples (21)

“+ o0
(1): Pourxze]—1,1, —In(l — x) Zxk/k et 1/(1 —x) Zxk, séries absolument convergentes.
k=1 k=0

Donc —In(1 —2)/(1 — z) ZHkx

k
(2): Pour z e C avec |z|<1letpeN, ona E ( —i—p) 2F=(1—2)7PL,
b
k=0

@3): Pour M € My(C) avec Sp(M) C D et p € N, onaZ(k+p>Mk (I, — M)™P~1,
p
k=0

—{ Théoréme : Permutation des termes d’une série : (22) }

Soit (an) € EN telle que Y |lan| est convergente et o € Sy. Alors la série Y ay(,) €t convergente et a méme
somme que . .

Contre-exemple si Y |la,|| diverge : (23)
Q-1-b+(A-1_Ly4 . —1lma.

5) La série exponentielle

Norme d’algébre : (24)

Soit A une K-algébre. Une norme d’algébre est une norme sur A en tant qu’espace vectoriel, vérifiant de plus :

Va,b e A, lab]) < [lalllb] et [1a] = 1.

Exemples (25)

(1): B(X,K) avec | | -
5 } e <} — ..
@ : K[X] avec | 3, aiXiH =3, |ail, 3): Mn(K) avec ”(aU)H = ie%?:ﬁl}{; |a1]|}.

@) : My (K) avec une norme subordonnée.



—{ Théoréme : définition de ’exponentielle dans une algébre de dimension finie (26) }7

Toute K-algebre A de dimension finie peut étre munie d’une norme d’algébre.
Et pour tout élément a € A, la série de terme général a™/n! est absolument convergente.
On note exp(a) = 3125 a¥ /k!.

Exemples dans M, (K) : (27)

' (0 1)_(1 e—1 . (1 2)_<e 2€>
Wexplg 1) e ) @:exply 1)=\0 e/

1 1 e e—1
(2) : exp 0 0 = 0 1 p

—{ Propriétés (28) }
(1) : St A =R, on retrouve la fonction exponentielle | (4) : exp(a) est inversible et exp(a)™" = exp(—a).
usuelle. ©): |lexp(a)|| < el (fauz si || || n’est pas une norme
2 : exp(04) = 14. d’algébre).

(3): Siab=ba, exp(a+ b) = exp(a) exp(b).

-1

Exponentielle d’'une matrice carrée (29)
Si M € M,(K) et P € GL,(K) alors exp(P~'MP) = P~1exp(M)P.
Si M = PDiag(\1,...,\p) P! alors exp(M) = PDiag(eM, ..., e* )P~
Si M = A\, + N avec N nilpotente d’indice q alors exp(M) = e (I, + N +---+ N%1/(g — 1)!).
On peut donc calculer exp(M) pour M quelconque en trigonalisant fortement M. Dans les cas pratiques, l'usage
d’un polynome annulateur pour M conduit a un calcul plus rapide.

Exemple : (30)

M= (; %) s Sp(M) = {—1,3} donc Sp(M +15) = {0,4} et (M +13)% = 4(M +1I3), ce qui donne exp(M +13) =

I+ €51 (M + Ib), puis exp(M) = e (Io + S5 (M + Ib)).

—{ Autres propriétés (31) }
(1) : exp(*M) = texp(M). @) : Si E est un K-ev de DF, si f € L(FE) et B est une
@) : det(exp(M)) = eTr (M), base de E alors Matg(exp(f)) = exp(Matg(f)).

@3): exp(M) € K[M].

—{ Théoréme : Continuité et dérivation (32) }

(1) : L’application exp est continue sur A.
(2): Poura € A fixé, Uapplication t — exp(ta) est dérivable sur R et %(exp(ta)) = aexp(ta) = exp(ta)a.
Elle est donc de classe C™.

Théoréme : Réciproques (33)

(i)  Soit f : R — A dérivable telle que f' = af ot a € A est un élément fizé.
Alors Vit € R, f(t) = exp(ta)f(0).

(ii)  Soit f : R — A dérivable telle que f' = fa ot a € A est un élément fizé.
Alors Vit € R, f(t) = f(0) exp(ta).

(iii) Soit f : R — A* continue telle que Vt,s € R, f(t+s) = f(t)f(s).
Alors il existe a € A tel que Vt € R, f(t) = exp(ta).

— Théoréme (34) |

Systéme différentiel : Soit M € M,(K) fizée et X : R — M1 (K) dérivable.
OnaX =MX<—VteR, X(t)=-exp(tM)X(0).




