CONTINUITE D’UNE FONCTION VECTORIELLE

Dans tout le chapitre E et F sont des espaces vectoriels normés.
Le but est donc de généraliser les notions de limites et continuité & des fonctions & variables et/ou valeurs vectorielles.
En pratique, I’étude s’appliquera :

— aux fonctions numériques d’une ou plusieurs variables réelles ;

— aux fonctions d’une variable complexe (z — 1/z, z +— €* ...)

— aux applications d’une variable matricielle (M + det(M), M ~ M~ )

— aux applications linéaires ou multilinéaires...

I — Limite d’une fonction vectorielle

1) Définitions et caractérisation séquentielle

Définitions : limite d’une fonction vectorielle lorsque z tend vers a : (1)

Soit f :DCE —F,acD etfeF. On suppose D non borné dans les définitions avec ||z|| — oc.
W : f(z) jé <—Ve>0, 36§>0 tgVzeD, (dg(z,a)<d=dr(f(z),l) <e).

x

@: [If@)ll —ro0 = VYMER,30>0 tgVzeD, (dp(r,a) <8 = |f(@)llr >M ).
@: flx) — £ <= Ve>0, IMeR tqVzeD, (|z|lg=>2M = dr(f(x),l) <e).
>

[EIEE
@: |f@)] — co<=VMcR,INCR tgVzreD, (z|lg =N =|f@)|r=>M ).

llz[—o0
(5) : Définition générique :

=il
pour tout voisinage V de £, limage réciproqgue f (V)= {x € E|f(x) € V} est un voisinage relatif de a.
6) : Cas particulier : extension aux limite & droite et/ou limite a gauche quand D C R.

—‘ Théoréme : caractérisation séquentielle (2) %
1) : f(z) — € <= pour toute suite (z,) € DN telle que x, — a, on a f(z,) — £.
r—a n—00 n— oo

@ : f(x) —_/)—>€ < Je >0 et (v,) € DY telle que x, —saet d(f(zn),%) > €.
@) : ||[f(@)] = 00 <= I () € DN telle que x, — a et (f(zn)) est bornée.
Tr—ra n—oo

w

2) Propriétés

—‘ Propriétés (3) %
(1): Si f admet une limite, alors cette limite est unique. On la note lim,_,, f(z) = lim, f.
@: SiaeD et f(x)— £ alors L = f(a) : on dit que f est continue en a.

r—a

3): Si f a une limite finie en a alors il existe un voisinage relatif de a sur lequel f est bornée.

—‘ Opérations sur les limites (4) }

) : La limite d’une combinaison linéaire est la combinaison linéaire des limites.
2 : Si (F,+,x,.) est une algébre normée, la limite d’un produit est le produit des limites,
) : Limite d’une composée : soit f: D — F, g: D' — G avec f(D) C D'. Soita € D.
Si f(z) — b et gly) — £, alors go f(z) — ¢
T—a y—b T—a

@) : En particulier, si f(x) EZ, alors || f(2)|| = 1|l




“ Normes équivalentes () }

(1) : La notion de limite est inchangée si on remplace les normes de E et F' par des normes équivalentes.
() : Lorsque E et F' sont de dimensions finies, cette notion est intrinseque.

Exemples (6)
Etudier les limites en (0,0) des fonctions suivantes :
22y
W filz,y) = W
@: folz,y) = =
Attention : pour étudier lim, 4y (0,0 f(2,y), il NE SUFFIT PAS d’étudier limg, 0 limy o f(x,y)...

“ Applications coordonnées en dimension finie (7) }

Si F est de dimension finie, en notant f(z) = (f1(x), fa(z), ... fn(z)) dans une base (e1,ez2...,e,) de F, il y a
équivalence entre :

(1) : la fonction vectorielle f converge en a

(2) : les fonctions coordonnées f; : E — K convergent en a

n
Bt dans ce cas, lim f(z) = (1im fi(a), lim fo(a)... lm fu(a)) = Zl lim fi(a) - e;

En particulier, une fonction d valeurs complexes f: D — C converg?a en a € D <Re(f) et Im(f) convergent en
a et alors lim(f) = lim(Re f) + lim(Im f).
a a a

Généralisation au cas F est un espace produit : (8)

Si F=F X Fy x...F,, en notant f(z) = (fi(x), fa(z), ... fn(z)) avec fi(z) € F;, il y a équivalence entre :
(1) : la fonction vectorielle f converge en a
) : les fonctions vectorielles f; : E — F; convergent en a

Et dans ce cas, }132 flz) = ng}b f1 (a),;igb fa(a) ... }13}1 f"(a)) .

3) Comparaisons de fonctions

“ Comparaison asymptotique (9) }

Soient f et g des fonctions vectorielles et ¢ une fonction réelle.

On dit que f est négligeable devant ¢ au voisinage de a lorsque :

W) : f(z) =o(p(x)) <= Ve>0 ,36>0 tel que V€ D, d(z,a) <= | f(x)|] < ¢(z) (¢ positive).

On dit que f est dominée devant ¢ au voisinage de a lorsque :

@ : f(z)=0(¢(z)) <= IM € R, 36 >0 tel que Vz € D, d(z,a) <0 = | f(x)|]| < Md(x) (¢ positive).
On dit que f et g sont équivalentes au voisinage de a lorsque :

®3): f(z) ~g(z) <~ f(z) — g(x) = o(||lg(2)]) (c’est une relation d’équivalence).

*{ Caractérisations / Propriétés (10) }

Si ¢ est a valeurs strictement positives : @: f(z) g:;ﬁ — f(z) —€=o0(1).
@ : f(@) =o0(¢(z)) <~ f(x)/qﬁ(x)g:z() ) : En particulier, f(x) ?0 — f(z) =0(1).
@ f(z) = 0(¢(x)) <= (f(z)/d(x)) est bornée. 6): f est bornée au voisinage de a <= f(z) = O(1).

@: [(z)~ ola) = [(@)/d(x) — 1.
Dans ce dernier cas de l’équivalence, f est réelle et
f(z) > 0 pour tout x proche de a.

“ Théoréme/Méthode (11) }

L’équivalence entre fonctions d valeurs réelles est compatible avec la multiplication, la division et [’élévation d
une puissance constante. Pour toute autre opération entre fonctions équivalentes, écrire f(x) = g(z)+o(||g(2)|)),
substituer et simplifier.




. Exercice 1 : Rappels de techniques de MPSI :
(1) : Déterminer les limites suivantes, lorsque celles-ci existent :

1. lim,_o 7”4”‘; YI=8 3. lim, o4 z° 5. lim,_,o(1 + x)l/“
T—+/T @

2. iy poo oty 4. limg_14 Inz. In(Inz) 6. lim, ,; ——

arccos

() : Montrer que toute fonction f: R — R périodique convergeant en +0o est constante.

1) Continuité IT — Continuité et continuité uniforme.

— Définitions (12) |
Soit f une fonction définie en a.
(1) : Définition locale : f est continue en a <= f(x) — fla) <= f a une limite en a

(dans ce cas, cette limite ne peut étre que f(a)...).
(2) : Définition globale : f est continue sur D<=Va € D, f(x) — f(a). Notation : C(D, F).

*{ Caractérisation séquentielle de la continuité locale en a : (13) }

f:D — F est continue en a € D < Y(z,)y € DY, (zn 7L flxn) — f(a))

n——+oo

*‘ Propriétés (14) }

(1) : La combinaison linéaire de fonctions continues est une fonction continue.

) : La composée d’une fonction continue est une fonction continue.

(3): Si F est une algébre,le produit de fonctions continues est une fonction continue.

(4): St F est un corps, le quotient de deux fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas est une
fonction continue.

(5): Continuité des applications coordonnées :

Si F est de dimension finie, alors f : D — F est continue si et seulement si toutes ses fonctions coordonnées
dans une base de F' le sont.

6) : Généralisation : S F' = F; X Fy X ... X F,, est un espace produit, alors f : D — F est continue si et
seulement si toutes ses fonctions coordonnées a valeurs dans chaque F; le sont.

Exemples (15)

Pour E quelconque : Pour E de dimension finie : dans toute base :
— les fonctions constantes sont continues. — les fonctions coordonnées sont continues,
— la fonction Idg : (E.| ||lg) — (E,| ||lg) est — toute fonction polynomiale en les coordonnées
continue. est continue,
— la fonction Idg : (E,N1) — (E,N2) est conti- — les fonctions rationnelles en les coordonnées sont
nue < Ni est une norme plus fine que Ns. continues,
— la fonction || ||g: (E,|| |g) = (R,].]) est conti- — la transposition, la trace dans Myp(K) sont des
nue. fonctions continues,
— toute fonction lipschitzienne est continue. — la multiplication, le déterminant dans M,,(K)
— la fonction ds : x — d(x, A) est continue. sont des fonctions continues ,
— la fonction A — A7l = deh(A) com(A) est
continue sur GL,(K) comme fraction ration-
nelle en les coefficients de A.

*{ Densité et continuité : prolongement des inégalités (16) }

1) : Sif : D — R est continue sur D et positive ou nulle sur une partie dense dans D alors f est positive ou
nulle sur D. Contre-exemple avec strictement positive .
@) : Si f: D — F est continue sur D et nulle sur une partie dense dans D alors f est nulle sur D.




Exercice 2 : Classique
Soit f continue sur R telle que V(x,y) € R?, f(z +y) = f(x) + f(y). Montrer que Yz € R, f(z) = f(1) - =.

“ Caractérisation : continuité globale et images réciproques d’ouverts ou de fermés (17) }7

Soit f : D — F.
(1) : la fonction f est continue sur D <limage réciproque par f de tout ouvert de F est un ouvert relatif de D
) : la fonction f est continue sur D <1image réciproque par f de tout fermé de F' est un fermé relatif de D.

Applications : (18)

(1): pour f : E — R continue, l'ensemble {x tel que f(x) > 0} est ouvert et {x tel que f(x) > 0} est fermé.
@) s En particulier, GL,(K) = {M : |det(M)| > 0} est ouvert et On(R) = {M : |'MM — I,,|| < 0} est fermé.
Etant borné en dimension finie, il est donc compact.

. Remarque (19)

Ne pas confondre image réciproque et image directe.

On dit que f est ouverte si l'image directe de tout ouvert de E est un ouvert de F'.
La fonction f1: x +— || est ouverte de R dans Z, mais n'est pas continue.

La fonction fo : x — 22 est continue de R dans R mais n’est pas ouverte.

2) Prolongement par continuité

— Définition (20) |
(1): Si f converge vers { € F en a € A\ A, alors Uapplication f : AU {a} — F telle que f(z) = f(z) siz € A
et f(a) = { est continue en a et s’appelle prolongement de f par continuité en a.

(2) : Par unicité de la limite, ce prolongement est unique.
On parle donc du prolongement de f par continuité en a

Remarques : (21)
(1) : Attention : une fonction continue sur |a,b) nadmet pas toujours un prolongement continu sur [a,b).
C-ex : x> sin(1/x) sur]0,+ool.
(2): Culture : si f est uniformément continue sur A a valeurs dans K, alors f admet un unique prolongement
par continuité sur A (et ce prolongement par continuité est uniformément continu)

3) Continuité des applications linéaires et bilinéaires

— Théoréme (22) |

Si f € L(E,F), il y a équivalence entre : Si f bilinéaire : By X Eo — F, il y a équivalence entre :
(1) : f est continue - 4) : [ est continue . .
@) : la restriction de f a B(0,1) est bornée (5) : la restriction de f a B1(0,1) x Bo(0,1) est bornée

@3): il existe k € R tel que : Vo € E, || f(2)| < kllz|. | (6): il existe k € R tel que :
V(z,y) € By x By, [[f(z,y)ll < kllz|llly]l-

Notation : (23)

On note L.(E, F) lespace vectoriel des applications linéaires continues de E dans F.

*{ Dimension finie et continuité (2/) }

1) : Toute application linéaire dont l’espace de départ est de dimension finie est continue.
) : Toute application bilinéaire dont les espaces de départ sont de dimensions finies est continue.




Exercice 3 : Exemples et contre-exemples en dimension infinie
Déterminer si les applications linéaires ou bilinéaires suivantes sont continues :

(1) : €eoo: (C([0,1],R), || |oc) = (R, [.]) telle que e : f +— £(0).

@+ exs (0, 1,R), |l 1) = (R, |.) telle que e : f > f(0).

®) ¢ Poo : (C([0,1],R), || [loo)? = (C([0,1], R), || [loo) telle que pos : (f,9) = f - g.

(4): p1: (C([07 l]vR)’ || H1)2 - (C([O, H?R)? H Hl) telle que pi - (fvg) = f ' g-

(5): §:C*([0,1],R) — C>°(]0,1],R) telle que 6(f) = f' (peu importe la norme)

- on pourra remarquer que toute fonction linéaire continue doit avoir un spectre borné -

) : La dérivation dans (K[X],|| |) avec ||P| = |P(0)| + |P'(0)| + |P”(0)| + ...

(7 : La dérivation dans (K[X], || [loc) avec [|Pllcc = sup_y 1yp|

(8) : Montrer la continuité des fonctions coordonnées dans la base canonique de K[X] et la discontinuité des
fonctions coordonnées dans la base (X*/k*)ren pour la norme précédente.

Exercice 4 :
Soit f € L(E,F). Montrer par contraposition que si pour toute suite (uy) convergeant vers Og, la suite (f(uy))
est bornée, alors la fonction f est continue.

IIT — Continuité sur un compact

1) Généralisation du théoréme de I’image continue d’un segment :

—{ Théoréme : image continue d’un compact  (25) }

Soit K compact et f : K — F continue. On a :

(1) : Uensemble image f(K) est compact.

2): si F =R, f est bornée et atteint ses bornes.

En particulier, si f est continue sur le compact K et strictement positive, alors il existe une constante m telle
que 0 <m < f.

Exercice 5 : Ouvert
Soit E = C([a,b],R) muni de la norme de la convergence uniforme.

(1) : Montrer que l’ensemble O = {f € E|Vx € [a,b], f(z) > 0} est un ouvert de E.

Le résultat demeure-t-il si on remplace [a,b] par R ¢

(2): L’ensemble des fonctions strictement croissantes sur [a,b] est-il un ouvert de E ?

Exercice 6 : Enveloppe convexe

Soit F = (z1,...,zy) une famille finie d’éléments de E. L’enveloppe convexe de la famille F est par définition
l’ensemble des barycentres a coefficients positifs de x1, ..., %y, c’est a dire les combinaisons linéaires \yx1+- -+
AnTn avec Vi, A 20 et > A = 1.

)« Justifier que K = {(A1,...,An) € (Ry)™>°; A = 1} est un compact.

() : En déduire que ’enveloppe convexe d’une famille finie de points est un compact de E.

Exercice 7 : Fonction réciproque :
Soient K compact et f : K — D continue injective. Montrer que la fonction réciproque est continue sur f(K).

2) Continuité uniforme.

a) Rappels.
—— Définition  (26) |

Soient E et F' deuz espaces normés et f : E — F une application. f est dite uniformément continue sur E ssi :
Ve > 0,36 > 0,V(z,y) € EXE,(|lz —yllg <0=|f(z)— f(y)llr <&).




Exemples (27)

— Une fonction k-lipschitzienne est uniformément continue. Exemple : la fonction norme || |g : ¢ — ||z||&.
— Toute fonction dérivable de I C R — R a dérivée bornée est uniformément continue (TAF).

— La fonction x +— 12 est uniformément continue sur tout segment [a,b], mais pas sur R.

— La fonction racine est uniformément continue sur Ry car V(z,y) € (Ry)?, vz — | < ]z —yl.

— Plus généralement, on dit que f est a-holdérienne pour 0 < a < 1 ssi

Ja, C €]0, 1] x R, V(z,y) € EX E, ([ f(z) = f(Y)llr < Cllz - ylIE)

Toute fonction a-héldérienne pour 0 < a < 1 est uniformément continue.

Exercice 8 : Complément : caractérisation séquentielle de 'uniforme continuité
(1) : Montrer que Uapplication f: D — F est uniformément continue sur D ssi

v((xn)Ny (yn)N) S DN x DNa (yn — Tn n~>—+>ooo = f(yn) - f(l’n) — 0) .

n—+00
) : Montrer que les fonctions fi : x € R — 22, fo: 2 € R+* = 1/x et f3: x €]0,1] — sin(1/x) ne sont pas

uniformément continues.
(3): Montrer que si f est dérivable sur Ry et si |f’| T} 400, alors f n’est pas uniformément continue.
Tr——+00

b) Généralisation du théoréme de Heine vu en MPSI :

—{ Théoréme de Heine : (28) }

Si f: K — F est une fonction continue sur un compact K, alors f est uniformément continue sur K .

Corollaire 1 (29)

Densité des fonctions en escaliers :
Soit f : [a,b] = F continue. I existe une suite (f,) de fonctions en escalier telle que || fr, — flloc — 0.
n— o0

Cela permet entre autre de définir lintégrale d’une fonction (vectorielle) continue sur un segment.

¢) Théoréme d’approximation de Weierstrass

—{ Corollaire 2 : théoréme de Weierstrass (50) }

Densité des fonctions polynémes :
Soit f : [a,b] = R continue. Il existe une suite (P,) de fonctions polynomiales telle que | P, — f|lco — 0.
n o0

Exercice 9 : Théoréeme des moments

1
Soit f continue sur [0,1] telle que Vn € N7/ f(x)z"™ dz = 0. Montrer que f est nulle.
0

IV — Convexité, connexité

1) Ensembles convexes



a) Barycentres
Définition (31)

1) : Soit (xi)lgigp € EP et (Ai)lgigp € RP tels que Zle Ai 75 0.
On appelle barycentre des points pondérés (x;, \;) l’élément :

1 P
DN ;)\zxq

() : En divisant tous les poids par une constante non nulle, on ne modifie pas le barycentre. Dans toute la suite,
on supposera donc » A\; = 1.

(3): Associativité : soit (x;, \i)1<i<p €t (Y, \j)1<j<q deus familles de points pondérés telles que sy = >"; Ay # 0,
s2=73 ;Hj #0 el s1+s2 #0.

Alors le barycentre des points pondérés ((x1, A1), ... (p, Ap), (Y1, 1), - - - (Ygs 1bq)) est le barycentre des barycentres
partiels (by,s1) et (b, s2).

—{ Barycentres a coefficients positifs - ensembles convexes (52) }

(1) : Etant donnés deus vecteurs z1 et T, on note [z1, 23] ensemble des barycentres a coefficients positifs des
points x1 et xo. Il s’agit des vecteurs u = Az + (1 — N)xy avec \ positif!

(2): Cette définition se généralise dans le cas d’une famille de n éléments. Par exemple, [’ensemble des barycentres
a coefficients positifs de trois points A, B et C d’un espace affine est constitué de l'intérieur géométrique du
triangle.

3): Un ensemble conveze est un ensemble contenant ses barycentres d coefficients positifs.

4) : 11 suffit qu’il contienne les barycentres a coefficients positifs de tout couple de points.

Exemples : (33)

(1) : boule, sous-espace affine, demi-espace affine dans un R-ev,

(2) : triangle dans un plan, polygones convezes (barycentres d coefficients positifs d’un nombre fini de points)
(3): épigraphe d’une fonction f dérivable deux fois sur I telle que f"” > 0 (par exemple la fonction carrée ou la
fonction exponentielle.

b) Propriétés et enveloppe convexe

—{ Théoréme  (34) }

(1) : Les parties convexes de R sont les intervalles.

(2) : L’intersection d’une famille de convezes est conveze.

(3) : L’intersection de toutes les parties converes contenant une partie X est le plus petit convexe contenant X,
noté Conv(X) appelée enveloppe conveze de X.

4): Conv(X) est l’ensemble des barycentres a coefficients positifs des éléments de X .

Exercice 10 : Intérieur et adhérence d’un convexe

(1): Si A est convexe alors A et A le sont aussi.

c) Fonctions convexes
Définition : fonction convexe de R dans R (35)

Soit f: I — R. On dit que f est conveze sur I si :
Y(z1,z2) € T2, YA € [0,1], f(hzy + (1 — Nao) < Mf(z1) + (1= N f(22).

L’épigraphe d’une fonction convere est un convexe.
On dit que f est concave si et seulement si —f est convexe.

Exercice 11 : Somme et produit de fonctions convexes
Soient f et g deuz fonctions convexes sur I. Montrer que f + g est une fonction convexe, mais que f - g ne l’est
pas nécessairement.




2) Connexité par arcs

a) Définition, exemples

*{ Composantes connexes (36’)}

(1) : Deuz éléments a,b € A C E sont joignables par un arc (ou chemin) dans A s’ existe ¢ : [, 5] — A
continue telle que p(a) = a et (B) = b.

2 : Il s’agit d’une relation d’équivalence (réflexive, symétrique et transitive) sur les éléments de A.

3): La composante connezxe par arcs de a dans A est ’ensemble des points b joignables a a par un arc dans A.
) : La famille des composantes connexes par arcs de A forme une partition de A.

(5): A est connezxe par arcs si cette famille est réduite a une seule composante, c’est a dire que deux éléments
quelconques de A sont toujours reliés par un chemin dans A.

Exemples (37)

(1) : Un ensemble convexe est connexe par arcs.

(2): Un ensemble étoilé (= réunion de segments issus d’un méme point) est connexe par arcs.

[Exemple : 'ensemble des matrices nilpotentes est un ensemble étoilé.]

3): Q est totalement discontinu (= chaque composante connezxe par arcs est réduite d un point).

(4): Si E est un espace vectoriel de dimension supérieure ou égale a 2, l'ensemble E \ {0} est connezxe par arcs.
(5) : Plus généralement, si K = C ou si dim(E) # 1 et A est une partie conveze bornée de E alors E '\ A est
connexe par arcs.

b) Convexité, connexité, continuité

“ Théoréeme (38) }

Pour A CR : A est connexe par arcs <= A est convere <= A est un intervalle.

“ Théoréme : image continue d’un connexe par arcs (voir TVI) (39) }

(1) : L’tmage d’un connexe par arcs par une fonction continue est connexe par arcs.
() : L’image d’un connexe par arcs par une fonction continue a valeurs réelles est un intervalle.

Exercice 12 : Sphere unité en dimension > 2
Soit E un espace vectoriel normé réel de dimension (éventuellement infinie) supérieure ou égale d 2.
75
o =l
) : En déduire que la sphére unité est connexe par arcs.

(1) : Justifier que ¢ : x est continue sur E\ {0}.

Exercice 13 : Ensembles non homéomorphes
(1) : Montrer qu’il n’existe pas de bijection continue de C dans R.
(2): Montrer qu’il n’existe pas de bijection continue de U dans [0,1].

Exercice 14 :
Soient g: R2 — R continue et C un cercle de centre O et de rayon R > 0.

1. Montrer qu’il existe deuz points A et B de C diamétralement opposés tels que g(A) = g(B).

2. Montrer qu’il existe deux points C et D de C, se déduisant l'un de ’autre par un quart de tour tels que

9(C) = g(D).

Exercice 15 : GL,(K)
(1) : Montrer que GL,(R) n’est pas connexe par arcs dans M, (R).
(2): Montrer que GL,,(C) est connexe par arcs dans M, (C).




V — Travaux dirigés

Exercice 16 : PSI E3A 2004
Dans tout le probléeme, R désigne le corps des réels, E [’espace vectoriel des fonctions continues, définies sur
[0,1] et a valeurs dans R, F l’espace vectoriel des fonctions de classe C*, définies sur [0,1] et a valeurs dans R.

Pour tout f € E, on note || f||,, = sup |f(x)| et on rappelle que 'on définit ainsi une norme sur E.
z€[0,1

Si g est une application k fois dérivable sur [0, 1], g™ désigne la dérivée k-iéme de g.
On définit Uapplication T' qui & f € E associe Uapplication T(f), définie sur [0,1] par :

x

Va € [0, 1],T(f)(a;):/ F(t)dt.

0
Pour tout n € N*, on note T" = T o T" 1, sachant que T° = I (application identité de E).
Lorsque U est un endomorphisme continu de E, on désigne par ||U|| le réel positif :

ol = o 10 ()lloo-

oo X

Question 0.
Soit n € N* et u une fonction de classe C"* sur [0,1] telle que : Yk € {0,...,n — 1},u®(0) = 0.

Z (x—t)n 1
1. Prouver que : Vz € [0,1] ,u(z) = / ™ (t)dt.
o (n—=1)!

Question 1.
1. Montrer que T est un endomorphisme de E. Préciser Ker(T') et Im(T). Quel est le spectre de T ¢
Question 2.
1. Montrer que Vz € [0,1],|T(f)(z)] < ||f|l -
En déduire que T est une application continue de (E, || ||,) dans (E, || ||..)-
2. Prouwver que ||T||| < 1.
3. On considére fo : x € [0,1] = fo(z) = 1. Que vaut | T(fo)|, ¢ En déduire ||T||.

Question 3.
Soit n € N*.

1. Montrer que T™(f) est de classe C™ sur [0, 1].
Prouver que pour tout entier naturel k € {0,...,n —1}, (T"(f))(k) = 2= )
Que vaut (T™(£))™ 2 (T™(£))*) (0) pour k € {0,...,n— 1} ?
T _ \n—1

Montrer alors que : Yz € [0,1], (T™(f)) (z) = / %f(t)dt.

o (n—=1)!
Préciser Ker(T™) et Im(T™).
Prouver que T" est un endomorphisme continu de (E, | || .)-

En utilisant la fonction fo définie d la question 2., déterminer ||T"||.

S S o

Préciser lim T™.
n—+4oo

N

Prowver que Vf € E, Vx € [0,1], la série Y (T"(f)) (z) converge absolument.
n>1

On note H Uapplication qui a f € E associe l'application H(f) définie sur [0,1] par :
Ve e [0,1], H(f)(z) = /w e~ f(t)dt.
Question 4. ’
1. Montrer que H est un endomorphisme de E.

2. Prouver que : 3K > 0 tel que Vz € [0,1], |H(f)(z)| < K || f]| -
En déduire que H est continue de (E,|| ||) dans (E, || ||,) et que ||H|| < e.

3. Montrer que H(f) est C* sur [0,1]. Calculer, pour x € [0,1], (H(f))' (z).




Exercice 17 : E3A MP - 2010

Lespace E = R? est muni du produit scalaire usuel : ¥(X,Y) € E2,< X, Y >='XY et | X |? = <X, X>.
L’espace E est orienté et B = (e1, ea,e3) est une base orthonormale directe de E. Soit u € L(E) représenté dans

la base B par la matrice :
2 2
1

N DN

1. Vérifier que A est une matrice orthogonale et montrer que A est diagonalisable dans M3(C).

2. On rappelle que si w est un endomorphisme continu de E, (w € Lco(E)), la norme de l'endomorphisme
w est définie par :

Ilwlll= sup [l w(X)]|
x[=1
a. Vérifier que u est un endomorphisme continu de E et que : ||| u |||= 1.
b. Soit w € Lco(E). Prouver qu’il existe Xo € E tel que || Xo ||=1 et ||| w |||=|| w(Xo) ||-

3. On définit dans Lo (E) la suite (uF) des endomorphismes itérés de u.
Prouver que la suite (u*) est une suite bornée de Lo (E).
4. Soit v Uendomorphisme de E défini par : v =idg — u.
a. Vérifier que Ker(v) = Vect(1,0,1) puis que Ker(v) et Im(v) sont orthogonauz et E = Ker(v) & Im(v).
b. En déduire que, VX € E,3Z € E,3'X; € Ker(v), X = X1 + Z —u(Z).
1 m—1
c. On pose pour tout m € N*, p,,, = - Z uF. Montrer que pour tout X € E, la suite (p, (X)) converge
k=0
vers la projection de X sur Ker(v) parallélement a Im(v).
Généralisation :
On prend dans cette partie E = R™ muni du produit scalaire usuel : ¥(X,Y) € E?, < X,Y >='XY, la norme
d’un vecteur quelconque X de E étant notée | X || et soit B une base orthonormale de E.

Pour toute matrice A = (a; ;) € Myp(R) qui représente dans la base B un endomorphisme u de E, on note
I All= sup || AX ||
Ix)I=1
1. Vérifier que ||| |
2. Quelques propriétés de la matrice B ="AA.

est une norme sur M,,(R).

a. Montrer que B est une matrice symétrique réelle.

b. On admet qu’il existe P € O,(R) telle que tPBP soit diagonale réelle. Montrer alors que les valeurs
propres de B sont positives ou nulles. Ftudier le cas ou A € GL,(R).

c. On note p(B) =sup{| A |, A € Sp(B)} ou Sp(B) désigne l’ensemble des valeurs propres de la matrice
B. Soit U une matrice semblable ¢ B. A-t-on p(U) = p(B) ?

d. Montrer que ||| A[|[* < p(B) puis que ||| A [[|* = p(B).
3. On suppose dans cette question que u est une homothétie de rapport v # 0.

a. Calculer ||| A |||. Dans quel cas la suite (A*)ren est-elle bornée ?

1 m—1
b. On suppose que | v |< 1 et on pose pour tout m € N*, P, = — E AR,
m
k=0
Expliciter pour tout m € N*, P, puis déterminer lim P,,.
m——+0o0

4. On suppose dans cette question que u est un endomorphisme symétrique de E (donc diagonalisable) et on
note A1, ..., A\, les valeurs propres de u, les \; étant distincts ou non.

a. Calculer ||| A ]

b. Dans quel cas la suite (A¥)pcn est-elle bornée ?
1 m—1
c. On suppose que : Vi € {1,...,n},| \; |< 1 et on pose pour tout m € N*, P, = — Z AF,
m
k=0
Calculer lim P,,.
m——+oo
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VI — Exercices

Limites :

Exercice 18 : Limites vectorielles
Etudier les limites en (0,0) des fonctions suivantes :

sin 2,2 h h
1 f(@y) = o 4. flz,y) = 252K 7. fla,y) = Bz
2, .2 B o
2 Sy =55 5. flay) = =5 8. fla,y) = Pmant
2
3. f(;r,y) = tzaQnJ:ty;/ 6. f(]:, y) =Y = eylnm

Attention : pour étudier im, vy, (0,0) f(2,y), il NE SUFFIT PAS d’étudier lim,_,o lim, o f(z,y)...

(1) : Rappeler le théoréeme du prolongement dérivable.
: R In(l+z)—z
) : Soit f:] —1,0[U]0, +oo[— R définie par f(x) = -

Montrer que f peut étre prolongée par continuité en 0 et que ce prolongement est alors dérivable en 0.
Quelle est alors la position relative de la courbe de f par rapport a sa tangente en ce point ?

—1/z2 g
3): Soit f: R — R définie par f(z) = {e SZ, 270
0 stnon.

Montrer que f est de classe C*® et que pour tout n € N, f(™(0) = 0.
C’est ici un exemple de fonction non nulle dont tous les DL, (0) sont nuls.

Exercice 19 : Rappels de MPST ————

Continuité et continuité uniforme :

Soit (E, | ||) un evn et a € E\ {0}.
Soit Uapplication f: E — R telle que f(z) = ||z — a|| si ||z]| < |la|| et f(z) =0 si ||z > ||al
Montrer que f est continue en a mais que f n’est pas continue en —a.

Exercice 20 : Exemple et contre exemple ——M———

Exercice 21 : Opérateurs linéaires

1
(1) : Soit E = C([0,1],R) muni de la norme ||.||1 de la convergence en moyenne. On pose o(f) = / ft)dt.
0

Montrer que @ est continue.

(2) : Soit £>° l’ensemble des suites réelles bornées muni de la norme infinie ||u||oo = SUp, ey [un|. Soit A défini

par A(u) = v 0ol Uy, = Upy1 — Upn. Montrer que A est linéaire et continu.

Exercice 22 :
Soient f: R — R une fonction de classe C' et F: R? — R la fonction définie par

flx)—f(y) .
Flag)=1{ o3 V7e
Py sg—a

Montrer que la fonction F' est continue.

(1) : Montrer que la fonction f:x — In(1+ z) est lipschitzienne sur Ry. Est-elle uniformément continue ?
(2) : Montrer que la fonction racine carrée est uniformément continue sur R mais n’est pas lipshitzienne.

Exercice 23 : Fonctions U.C. et/ou lipschitzienne ————
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Compacité

Exercice 24 : Somme, union :
(1) : Montrer que la somme de deux compacts est un compact

(2) : Montrer que l'union de deux compacts est un compact.

on donnera des démonstration dans le cas général d’un espace vectoriel de dimension quelconque.

Exercice 25 : Image d’un fermé par un polynéme
Soit P € C[X] et F un fermé de C. Montrer que P(F) est un fermé de C.

- Exercice 26 : Ensemble des valeurs d’adhérence
Soit (u,) une suite a valeurs dans E un espace vectoriel de dimension finie.

Soit A l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (uy).

Montrer que A est un compact non vide de E.

Connexité

Exercice 27 : Théoreme de Darboux
Soit I un intervalle de R et f dérivable sur I. On veut montrer que f'(I) est un intervalle.
fy) — f(z)
y—x
() Justifier que o est bien définie et continue sur T, puis que o(T) C f'(I) C o(T).
2): Conclure.

Posons T = {(x,y) € I?,y < x} et p(z,y) = pour tout (xz,y) € T.

Exercice 28 :

(1) : Montrer qu’il n’existe pas de fonction continue injective de U dans R.
(2): Soit A conneze par arcs et X C A ouvert relatif et fermé relatif de A. Montrer qu’alors X = () ou X = A.

Exercice 29 : Connexité par arcs
Montrer que le sous-ensemble de M,,(R) formé des matrices diagonalisables est conneze par arcs.
Montrer que GL,,(R) n’est pas connexe par arcs.

Montrer que GL,,(C) est conneze par arcs.

Montrer que SO2(R) est une partie connexe par arcs.

Exercice 30 : Continuité et connexité par arcs du graphe
Montrer que le graphe d’une fonction f : I (intervalle)— R est connexe par arcs si et seulement si f est continue
sur I.

12



Divers :

Exercice 31 : Points fixes
Soit f:0;1] — [0;1].
1. On suppose que [ est continue. Montrer que f admet un point fize.

2. On suppose que f est croissante. Montrer que f admet un point fize.

Exercice 32 : Cesaro discret puis continu

1. Rappeler le théoréme de Cesaro et le démontrer.

2. Soit f: Ry — R une fonction continue.
On suppose que lim,_, o f(z) = £ € R et on souhaite établir

1
lim —

me/o Fydt =1

a. Pour e > 0, justifier qu’il existe A € Ry tel que pour tout z > A

1 xT
L[ w-nal<
b. Conclure en écrivant
1 a2 1 A 1 az
5/0 f(t)dth:E/O (f(t)ff)dt+;/A (f(t)—0€)de

Exercice 33 : Formes linéaires

(1) : Soit E = C(|0,1],R) muni de la norme ||.||s. Soit L une forme linéaire sur E telle que si f > 0, alors
L(f)>0.

Montrer que L est continue.

(2) : Montrer qu’un hyperplan est soit fermé, soit dense.

(3) : Montrer qu’'une forme linéaire ¢ est continue si et seulement si son noyau est fermé.

@) : Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur E, de noyau H. Montrer que E \ H est connexe par arcs si et
seulement si ¢ n’est pas continue.

Exercice 34 : Point fixe et compact

1) : Soit f € C([a,b],[a,b]). Montrer qu’il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) = c.

(2 : Soit (E,|.||) un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit K C E un compact non vide de E et
[ K — K telle que : V(z,y) € K*,x #y = [|f(z) = f)]| < llz -yl

Montrer qu’il existe un unique ¢ € K tel que f(c) = c.

- Exercice 35 : Con- 7 -exité
Soit A une partie conveze non vide de R? et f: A — R une fonction continue.

Soit a et b deux points de A et y un réel tels que f(a) <y < f(b).

Montrer qu’il existe x € A tel que f(x) =y.

Exercice 36 :
Soient g: R2 — R continue et C un cercle de centre O et de rayon R > 0.

1. Montrer qu’il existe deux points A et B de C diamétralement opposés tels que g(A) = g(B).

2. Montrer qu’il eziste deuz points C' et D de C, se déduisant l'un de l'autre par un quart de tour tels que

9(C) = g(D).
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Elements de correction pour E3A 2004 PSI :
Question 0.

1.

C’est la formule de Taylor intégral : la preuve n’est sans doute pas nécessaire ici dans ce sujet, mais il est bon de la
connaitre : elle se démontre par récurrence sur n € N* en utilisant une intégration par parties. On rappelle au passage
que lors d’une intégration par parties, il faut mentionner (voire démontrer) que les deux fonctions sont de classe C*.
Plus précisément, l'initialisation de la récurrence est exactement 1’énoncé du théoreme fondamental de l'analyse,

P . (=", (z—t)"! _ . (n) 1 ()

I'hérédité se fait en posant f(t) = ————, f'(t) = NCEN et g(t) =u™(t),d'(t) = u (t).
n n—1)!

Voir détails dans le cours de MPSI.

Question 1.

1.

On vérifie par linéarité de l'intégrale que T(f + Ag) = T(f) + AT (g). De plus, si f est continue sur [0, 1], T(f) est la
primitive de f qui s’annule en 0. D’apres le théoréme fondamental de I'analyse, T'(f) est donc continue. Donc T est
bien linéaire de F dans E.

Une fonction f est dans Ker(T) ssi T(f) (qui est la primitive de f qui s’annule en 0) est nulle. Or f = (T'(f))’ est la
dérivée de la fonction nulle : ¢’est donc la fonction nulle. Donc Ker(T') = {0}.

Une fonction g € Im(T) ssi il existe f € F telle que T'(f) = g. Donc g est une primitive qui s’annule en 0. C’est donc
d’apres le théoréme fondamental de I'analyse une fonction de classe C'* qui s’annule en 0.

Réciproquement si q est une fonction de classe C! qui s’annule en 0, toujours d’apres le théoréme fondamental de
Vanalyse, g = [ ¢/(t)dt = T(g).

Finalement, I m(T) = {des fonction de classe C! qui s’annulent en 0.}.

Soit A € Ret f € F tels que T(f) = Af, c’est & dire en posant F'=T(f) : F = AF’. Alors F(t) = C - exp(At).

). Mais il
faut aussi F'(0) = 0, donc F = 0 et finalement f = 0. Donc A n’est pas valeur propre. Finalement, Sp(T) = .

Question 2.

1.

3.
4.

v e [0,1], |T(f |—|/f £) dt /\f Nt < 2]l flloe < |1 flloc car o < 1.

Donc Vz € [0,1], |T(f) < |1 flloo-
En passant au sup, HT( )||oo < || flloo €t T est linéaire = T est 1-lipschitzienne donc continue de (E, ||.||,,) dans
lui-méme.

YFEE, NT(Nloo € Iflloo = [Vf €EE, si|flloo <1, alors |[T(f)]co < 1}. Donc en passant au sup, |||T]]| <1

vz € [0,1], T(fo)(z) :/ dt=z=[|[T(fo)lleo = 1.
0
lfolloo =1 et [|T(fo)lleo =1 = |||T]|| =1, or |||T]|| <1, d’ot, par double inégalité, |||T|| = 1.

Question 3.

1.

T™(f) est de classe C™ : on peut faire une récurrence sur n, en remarquant que Vn € N*, (T"(f))" = T"71(f)
(T™(f))®) = T=F(f) : & k fixé, on peut faire une récurrence sur n pour n > k + 1, en utilisant de nouveau la
propriété : Vp € N*, (TP(f)) = TP~L(f).

On montre aussi que (T™(f))™ = f et (T"(£))*)(0) = 0 (ce sont des primitives qui s’annulent en 0...

. Cest la question 0 appliquée & u = T"™(f) car (T™(f))™ = f et (T"(f))*)(0) = 0.

. On a vu que KerT = {0} donc T est injective et donc Vn € N* T™ est injective comme composée de fonctions

injectives.

On a vu que I'm(T) est ensemble des fonctions de classe C! qui s’annule en 0. Alors Im(T?) est Pensemble des
fonctions dont la dérivée est dans Im(T) et qui s’annulent en 0 : c’est donc I’ensemble des fonctions de classe C2 qui
s’annulent en 0 et dont la dérivée s’annule en 0.

Par récurrence, on montre que I'm(7T™) est 'ensemble des fonctions de classe C™ dont toutes les dérivées jusqu’a
I'ordre n — 1 s’annulent en 0.

. T™ est une composée d’endomorphismes continus, donc ¢’est un endomorphisme continu.

. En utilisant 1’égalité d’une question précédente :

v € [0,1), \(T” pl=1 [ EE rwa < sy - [1EE ol

< [E i < [f%} Ml < Mo s gy < ”f”°° = 7" < o

T _ \n—1 _ n
Mais pour fo, on a : Vz € [0,1], (T"(fo))(z) = /0 %dt = {—%L = % = IT™(fo) oo = % donc

I177]]] = 4 et par double inégalité |||T"]| = L.

14



6. |[|T"|| = & et lim X, = 0. Donc (T™) est une suite convergente et im 7™ = Oz (p).

7. D’apres ce qui précede, 0 < |T™(f)(x)] < ||IT™(N)| < Hni'H qui est le terme général d’une série (exponentielle)
convergente. Donc la série >~ |T™(f)(x)| est convergente donc la série T (f)(z) est absolument convergente.
Question 4.
1. Y(f,9) € E,¥(o, B) € R?, H(af + Bg) = aH(f)+ BH(g) par linéarité de Iintégrale, ce qui nous donne la linéarité de
H.

x x

Vf e E, Yz el0,1], H(f)(z) = e'”./ e 'f(t)dt, or & — e® est continue sur [0,1], z / et f(t)dt est continue
0 0

sur [0,1] comme fonction intégrale d’une fonction continue sur [0, 1] et donc H(f) est continue comme produit de

fonctions continues. dou Vf € E, H(f) € E.
Donc H est un endomorphisme.

2. Soit z € 0.1 [H((e) = | | e pe) ] < (/O e dt) - & Il < o= 1. Il
——— <€
gfol e—tdt=1-1

Donc pour K =e—1onaVz e [0,1], |H(f)(z)| < K. | f|l»
D’apres I'inégalité précédente, on : Vf € E, |H(f)|, < K.|fll et H est linéaire, ce qui nous donne la continuité

de K en tant qu’application linéaire de (E, ||.|| ) dans lui-méme et |[|H||| <e—1<e.
Donc H est continue de (E, ||.||,) dans lui-méme et |||H||| < e

3. Powr f € E,Vz €0,1], H(f)(z) =e. [ e~ f(t)dt.

Or z - e” est C' sur [0,1], et z +— [ e~"f(¢)dt est C* sur [0,1] comme fonction intégrale d'une fonction continue
sur [0, 1]. On en déduit que H(f) est C* sur [0, 1] en tant que produit de fonctions de classe C* sur [0, 1].

Vo €[0,1], H(f) (z) = ez./oz et dt + e®em f(x) = H(f)(2) + f().
Donc Vz € [0,1], H(f)'(z) = H(f)(x)+ f(x).
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