TOPOLOGIE DES E.V. NORMES

I — Norme

1) Norme et distance - Généralités

a) Norme

I Définition d’une norme : (1) I

Soit E un K-espace vectoriel. On dit que E est normé lorsqu’il est muni d’une norme, c’est a dire une application
Il : E — Ry telle que :

(1) : ||.]| est définie : Yu € E, ||ul]| =0 = u = 0g (la réciproque est vraie grice d la condition suivante)

) : ||.]| est positivement homogeéne : V(\, u) € K x E, ||A-ul| = |A| - ||u]l

3): ||| vérifie inégalité triangulaire : V(u,v) € E?, ||u+ v| < |lul| + [|v]

- (1) : Valeur absolue, module, ||.||1, ||-||l2, [|-loc sur K™.

© (2 : Norme p sur K" (inégalité de Minkowski)

- @ Normes |||[1, [ ll2; [I-loo sur Man(K).

. Norme de la convergence uniforme sur B(X,K) : || fllcc =supx{|f(x)[}

. Norme infinie ou de convergence uniforme sur C([a,b],K) : || f|loo = maxy, 5 {|f(2)[}

: . Norme de la convergence en moyenne sur C°([a,b],R). Ny : f fol |f(®)|dt .
(1 : Norme euclidienne associée a un produit scalaire sur un espace préhilbertien réel.) Notation : ||.||2. Ezemple
© de K™ et de la norme en convergence en moyenne quadratique de C([a,b], K). :
- (8): Normes N1, Na, Noo sur les espaces de suites réelles ou complexes. ,
 (9): Norme induite : si F est un sous-espace vectoriel de E, la restriction a F de ||.|g est notée ||.|r : ¢’est une
~ norme sur F. :

I Norme produit : (8) I

Soient (E,||||g) et (F,|||r) deuz espaces vectoriels normés.
Pour (a,b) € Ex F, ||(a,b)||pxr = max(||a||g, ||b]|7) est une norme sur E x F.
On peut généraliser par récurrence.

- Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé réel ou complexe.
o On dit que u est un vecteur unitaire de E < ||u|| = 1. Leur ensemble s’appelle la sphére unité de E.

© Siu est un vecteur non nul, alors W est unitaire.
] U

Dessiner la sphére unité de (R%,|.||l1), (R%, ||.|l2) et (R%,].]lco0)-




b) Distance

—{ Définition d’une distance entre deux points : (6) }

Soit E un ensemble (pas forcément un espace vectoriel...) On dit que E est un espace métrique lorsqu’il est muni
d’une métrique (ou plus couramment une distance entre deux points), c’est a dire une fonction d : E* — R
telle que :

(1) : d est symétrique : V(z,y) € E? d(z,y) = d(y,x).

(2) . d sépare les éléments de F : V(x,y) € E?,d(x,y) =0 & x = y.

3): d vérifie 'inégalité triangulaire : V(z,vy,2) € B d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).

—{ Distance associée 4 une norme : (7) }

Si(E,| ||) est un espace vectoriel normé, on peut définir une distance associée a la norme en posant dj| |, (u,v) =
[l = ol

~ Exemples : (8)

1) : sur R, la distance usuelle est celle associée a la valeur absolue.

@) : sur R?, la distance associée a la norme 1 est d(u,v) = |Ty, — u| + |y — yu| (aussi appelée distance de
Manhattan : c’est la distance a parcourir pour aller d’un point a un autre dans ce quartier de New-York étant
donné lagencement des rues et avenues horizontales et verticales)

3): sur R?, la distance associée a la norme infinie est d(u,v) = max(|z, — Ty, Yo — yu|) (aussi appelée distance
aux échecs : c’est le nombre minimal de mouvements a effectuer pour un Roi pour aller d’une case d une autre.)

Exercice 2 : Complément : distance d'un point a une partie :

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé et d la distance associée a la norme ||.||. Soit A une partie de E.
Pour u € E, on peut définir la distance de I’élément u € E a la partie A en posant

d(u, A) = inf{d(u,v)|v € A}.

On emploie encore le mot "distance”, mais ce n’est pas une métrique (u est un élément et A est une partie). En
particulier, d(u, A) = 0 n'implique pas u € A. Par exemple d(0,]0,1[) = 0 ou bien d(v/2,Q) = 0...

(1) : En utilisant que ||ul] — [|v]|| < ||u — v||, montrer que |d(u1, A) — d(ua, A)| < d(u1,us).

) : Soit B(N,R) lespace des suites bornées muni de la norme infinie ||.|oo. Montrer que la distance de la suite
e constante égale a 1 au sous espace Cy des suites réelles convergeant vers 0 est égale d 1.

c) Boules

—{ Définition : (9) }
Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé, u € E et r > 0. On appelle :
(1) = boule fermée de centre u de rayon r lensemble B(u,r) = {v € E| |[u —v|| <r} = {v € Eld) |, (u,v) <r}.

) : boule ouverte de centre u de rayon v Uensemble B(u,r) = {v € E| |lu—v| <r}={v e Eldy.z(u,v) <7}
(3): sphere de centre u de rayon r l’ensemble S(u,r) = {v € E| ||lu —v|| =r} = {v € Eld) |, (u,v) =r}.

Exemples : boules unités pour les normes usuelles (10)

On appelle boule unité fermée de (E, ||.||) Uensemble B(0,1). Représenter les boules unités fermées de (R?,|].]|1),
(R2, [1-ll2) et (R, ||.]loo)-
Représenter ensuite celles de (R3,]|.||l1), (R3,].]|l2) et (R3,].]lc0)-

Propriété : les boules sont des parties convexes (11)

Soit B = B(a,r). Montrer que pour tout \ €]0,1[, pour tout (u,v) € FQ, Au+ (1—A)v € B.



d) Parties bornées

—— Définition : (12) |

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé et A une partie de E.

On dit que A est bornée si et seulement s’il existe M € R tel que Yu € A, ||lu|]| < M

(1) : A est bornée <= A est incluse dans une boule (le centre est indifférent).

@2 : Si A est bornée mon vide, on peut définit le diamétre de A par {sup{|lu — v||(u,v) € A%} =
{sup{dy. (u,0)|(u, v) € A2},

Exemples : (13)

(1) : Les boules sont des parties bornées.
) : Donner la définition d’une suite bornée (u,)y & valeurs dans un espace vectoriel normé (E, ||.||).
3) : Donner la définition d’une fonction bornée f: X — E d valeurs dans un espace vectoriel normé (E, ||.]).

—{ Théoréme : indépendance de la norme en dimension finie (14) }

Soit X une partie bornée d’un K-ev de dimension finie pour ’une des trois normes usuelles ||||1, [|||2 ou
)

Moo

(1) : alors les coordonnées dans une base firée sont majorées en module par une constante.

(2) : et dans ce cas, la partie est bornée pour toute autre norme.

Exercice 3 : Contre exemple en dimension infinie ——
Soit E un espace vectoriel et A une partie de E.

(1) : Montrer que si A est bornée dans (E, N1) et A n’est pas bornée dans (E, N3), alors il existe une suite (un)n
Nl(un) - 0

Na(un)

Soit E = C([0,1],R). Pour f € E, on définit |||, = [, |f(t)|dt et || f]|oo = maxo | f].

(2): Montrer que ||||1 et ||[|cc sont deux normes sur C(]0, 1], R).

@3): Soit T, : [0,1] = R, telle que T,,(t) =n(l —1t) sit € [0,1/n] et T,,(t) =0 sinon.

(4): Montrer que {T), }n+ est borné dans (E,||.||1) mais pas dans (E, ||.||c0)-

d’éléments de E telle que lim,_,

Propriétés : opérations sur les parties bornées (15)

(1) : Toute partie d’une partie bornée est bornée.

) : Toute union finie de parties bornées est une partie bornée.

) : Toute Uintersection (quelconque) de parties bornées est une partie bornée.

(4) : Tout produit cartésien fini de parties bornées est une partie bornée pour la norme produit.

e) Voisinages

—— Définition : (16) |

(1) : On appelle voisinage d’un élément u € E toute partie V de E telle que
Je > 0, B(u,e) C V.

) : Dans E = R, une partie V. de R est un voisinage de a € R si et seulement s’il existe € > 0 tel que
la—e,a+elC V.
(3): On peut généraliser la notion de voisinage a un élément infini : par exemple, on appelle

— woisinage de +00 tout ensemble contenant un intervalle du type |A, +oo| pour A € R.

— woisinage de —co tout ensemble contenant un intervalle du type | — oo, B[ pour B € R.

Propriétés : opérations ensemblistes sur les voisinages (17)

(1) : Uintersection d’une famille finie de voisinages est un voisinage.
(2) : Uunion (quelconque) de voisinages est un voisinage.
(3) : une intersection infinie de voisinage peut NE PAS étre un voisinage.




IT — Suites convergentes

1) Définitions

—{ Définition : suite convergente (18) }

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. Soit (u,)n une suite & valeurs dans E.
(1) : On dit que (un)n est convergente s’il existe un vecteur £ € E tel que :
Ve>0,3NeN,Vn> N, |u, — ¢ <e.
Important : on peut remplacer ||u, —¢|| < € par ||u, — €| < Ke avec K > 0 fizé.
<> tout voisinage de £ contient tous les termes de la suite sauf un nombre fini.
<> tout voisinage de £ contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang.

2) Propriétés

—{ Propriétés de convergence (19) }

(1) : Toute suite convergente est bornée.
(2) : Unicité de la limite : si (u, )y converge vers £ et vers £, alors £ ={'.

Cela justifie la notation lim,, o Uy, .
() : On dit qu'un ensemble D est dense dans E ssi tout élément © € E est limite d’une suite (un)n @ valeurs

dans D.

Exercice 4 : Exemple d’ensembles denses

On munit lespace vectoriel E = M,(C) de la norme infinie ||A|| = max(; jyen 2 (|ai;l)-
1

(1) : Justifier que (A — —I,)nen+ est une suite de matrices qui converge et préciser sa limite.
n

(2) : En déduire que toute matrice de E est limite d’une suite de matrices inversibles, c’est a dire que GL,(C)

est dense dans M, (C).
(3): On note D,, l’ensemble des matrices de E qui sont diagonalisables. Montrer que D,, est dense dans E.

—{ Théorémes opératoires sur les suites convergentes (20) }

(1) : Une suite qui est combinaison linéaire de suites convergentes dans (E, ||.|g) est une suite convergente
dans (E, ||.||g) et la limite de la combinaison de deux suites convergentes est égale d la combinaison linéaire des
limites.

(2): Le produit d’une suite scalaire convergente dans K par une suite vectorielle convergente dans (E, ||.||g)
est une suite vectorielle convergente dans (E,||.|g) et sa limite est le produit des limites.

3): Si (un)n a valeurs dans (E, ||.||g) et (vy)n @ valeurs dans (F, ||.||r), alors la suite ((un,vy))y est convergente
dans (E X F, ||.||lexr) (norme produit) si et seulement si (u,)n est convergente et (v,)N est convergente.

Et dans ce cas, ((un,vn))y converge vers (limuy,,limv,) € E x F.

Composition avec la fonction |.| : (21)

Siup, — £ alors ||un| — ||4]]-
n—oo n— oo

Exercice 5 : Distance au vecteur nul ou a une partie non vide

St u est une suite complexe, et si £ # 0, alors u, # 0 pour n assez grand.

Plus généralement, on rappelle que la distance entre un point x d une partie A C E non vide est égale a
d(z, A) = infye a{d(z,y)}.

Si (uy) converge vers £ dans E, alors (d(uy, A))n converge vers d(¢, A) dans R.

—{ Théoréme : convergence dans un K-ev de dimension finie : (22) }

Une suite converge pour l'une des normes usuelles si et seulement si les coordonnées dans une base fizée convergent
dans K. Dans ce cas, les coordonnées de la limite sont les limites des coordonnées et la suite converge vers cette

limite pour toute norme.




3) Comparaison asymptotique (rappels MPSI et généralisation)

Définition : (23)

Soit (uy) et (vy) des suites vectorielles d valeurs dans E et (\,) une suite REELLE & valeurs dans R
Up =0(A,) <= Ve>0, AN €N tel queVn = N, on a |Juy|| <eX,  ((\n) positive).
Up =0(\,) <= IM €R, IN €N tel que Vn > N, on a ||uy| < M, ((\n) positive).

Uy ~ Uy <= Up — vy = o(||vn]]) (c’est une relation d’équivalence).
Uy, — € = u, —L=o0(1).
n— o0

(un) est bornée <= u, = O(1).

—{ Caractérisation : (24) }

Soit (uy,) et (v,) des suites vectorielles d valeurs dans E
Si (M) est a valeurs strictement positives et () est d valeurs réelles :

1
Up = 0(A,) = . -unn:zoo.

1
up, = 0(\,) <= <)\— un> est bornée.

L ™~ A <> un/An — 1. Dans ce cas, pu, > 0 pour n assez grand.
n— o0

—{ Théoréme / Méthode :  (25) }

(1) :  L’équivalence entre suites réelles est compatible avec la multiplication, la division et l’élévation a une
puissance constante.
(2) : Pour toute autre opération entre suites équivalentes, écrire u, = vy, + o(vy,), substituer et simplifier.

4) Suites extraites
Définition : (26)

(1) : On appelle extraction toute fonction strictement croissante de N dans N. Notation : ¢ : n— ¢(n).
Exemples : les fonctions qui a n associent n,2n,2n + 1,n2,2"...

(2) : La composition de deux extractions est une extraction.

(3): Une suite extraite (ou sous-suite) de (uy,) est une suite indexée par une partie infinie de N obtenue par une
extraction de la suite (uy,). On la note (ugm))-

—{ Propriétés des suites extraites (27) }

(1) : Silimu, = £ alors limu,,) existe et limuy,) = £ (que £ soit finie ou infinie).
2): U, = £<=3e >0, et ¢ fonction d’extraction tqg¥n € N, on a d(ugy(m, L) > €.
n—oo

3): (up) est non bornée <= il existe une suite extraite qui diverge vers l'infini.

—{ Définition - Théoréme : valeur d’adhérence (28) }

Soient (un) une suite & valeurs dans E et £ € E.

(1) : Il existe une suite extraite de (u,) de limite £ <= tout voisinage de { contient des termes u, pour une
infinité de valeurs de n.

2) : Dans ce cas, on dit que I’élément £ est valeur d’adhérence de (uy,)

—{ Condition suffisante de divergence (29) }

Une suite ayant deux valeurs d’adhérence distinctes est nécessairement divergente.

- Exercice 6 : Théoreme de BOLZANO- WEIERSTRASS
(1) : MPSI : Montrer que toute suite réelle bornée admet une valeur d’adhérence.

2 : MP : Soit (E,||.||) un K-ev normé de dimension finie.

Montrer que toute suite bornée dans E admet une valeur d’adhérence.




IIT — Comparaison de normes

1) Normes équivalentes

—{ Définitions de normes équivalentes  (30) | ‘

(1) : N est plus fine que N’ <~—3da>0 tqgN' <alN.
2 : N et N’ sont équivalentes <= Ja, 8 > 0 tq BN < N’ < aN.

—{ Propriétés des normes équivalentes (31) }

Deux normes équivalentes définissent :
— les mémes suites convergentes,
— les mémes limites,
— les mémes parties bornées,
— les mémes voisinages.

—{ Théoréme de comparaison de normes (32) }

(1) : N est plus fine que N' si et seulement si toute suite convergeant pour N converge aussi pour N' vers la
meéme limite.
2): N et N' sont équivalentes si chacune est plus fine que l'autre.

Exemples (33)

Dans un K-ev de dimension finie, toutes les normes usuelles sont équivalentes entre elles et sont plus fines que
toute norme.

Dans C([a,b],K), || |lo est plus fine que || |2, elle-méme plus fine que || ||1. Ces normes sont deux & deuz non
équivalentes, mais quand une suite de fonctions converge pour deux de ces normes, alors les limites sont égales.
Dans K[X], les normes définies par : N(P) = |P(0)| + j;l/Q |P'(t)|dt et N'(P) = |P(1)] + ftl/Z |P'(t)| dt sont
incomparables. La suite (X™) converge vers 0 pour N et vers 1 pour N'. Par azlleurs le passage a la limite n’est
pas compatible avec la substitution.

2) En dimension finie

— Théoréme (34) |

Dans un K-ev de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

IV — Topologie d’un espace vectoriel normé

1) Ouverts, fermés

— Définition : (35) |
(1) : Un ouvert est un ensemble qui est un voisinage de chacun de ses points, c’est a dire dans le cas d’un espace
vectoriel normé (E, ||.|),

O est un owvert de E < VYu € O,3e > 0, B(u,e) C O.

Faire un dessin.
2): Un fermé est un ensemble dont le complémentaire est un ouvert.




—{ Normes équivalentes et topologie : (36) }

(1) : Si Ny et Ny sont deuz normes équivalentes, les topologies de (E, Ny) et (E, Ns2) sont identiques, c’est a
dire :

e O est un ouwvert de (E, N1) < O est un ouvert de (E, Na),

o F est un ouwvert de (E,Ny1) & F est un ouvert de (E, Na),
(2) : En dimension finie, les ouverts et les fermés sont intrinséques (indépendants du choix d’une norme).

—{ Propriétés (37) }
(1) : Un fermé est un ensemble stable par passage a la limite finie, c’est a dire :

F est un fermé de E < pour toute suite (up)n @ valeurs dans F, si (u,)y converge vers £ € E, alors £ appartient
a F.

() : L’ensemble des ouverts est stable par union quelconque et par intersection finie.

(3) : L’ensemble des fermés est stable par intersection quelconque et par union finie.

(@) : A est ouwvert <= A est une réunion de boules ouvertes.

(5): Seuls E et ) sont a la fois ouvert et fermé.

Exemples (38)

E, 0, boules, sphéres, intervalles de R, ensemble fini ou de complémentaire fini.
Un sev de dimension finie est fermé. Contre-ezemple en dimension infinie.
St un, —> £ alors {uy, n € N}U{{} est fermé.
n—oo
[0, 1] n’est NI fermé, NI ouwvert dans R. En particulier, un fermé est le complémentaire d’un ouvert, mais une
partie qui n’est pas fermée n’a aucune raison d’étre ouverte...

2) Intérieur, adhérence, frontiére

Intérieur, adhérence, frontiére : (39)

) : A est le plus grand ouvert inclus dans A,

@) : A est le plus petit fermé contenant A,

@3): Fr(A) =4\ A.

(4) : Ces notions sont inchangées si on remplace la norme de E par une norme équivalente ; en dimension finie
elles sont intrinséques.

—{ Propriétés (40)}

1: Ac ACA.

2: ACB=ACBetACB.

(3): A est ouwvert < A = A.

() : A est fermé <= A = A.

(5): a € A<= A est un voisinage de a.

6): a € A<= d(a,A) = 0<=a est limite d’une suite d’éléments de A.

(1) : a € Fr(A) <= a est limite d’une suite d’éléments de A et d’une suite d’éléments de E \ A.

Exemples : (41)

E, 0, boules, sphéres, sev,
Intervalles de R, Q, R\ Q.

3) Densité

— Densité: (42) |
(1): A est dense dans B si B C A.

(2): A est dense dans E <= tout ouvert non vide rencontre A.
3): A est dense dans E <= tout élément de E est limite d’une suite a valeurs dans A.




4) Topologie relative 4 une partie

Topologie relative : (43)

Soient AC B C E.

(1) : A est un ouvert relatif de B si pour tout a € A, il existe v > 0 tel que : Vx € B, d(a,z) <r =z € A.

) : A est un fermé relatif de B si pour toute suite (a,) € AN convergeant vers £ € B, on a { € A.

3): Sibe€ B, A est un voisinage relatif de b dans B s’il existe r > 0 tel que : VY € B, d(b,x) <r =z € A.
) : Si B nest pas borné, A est un voisinage relatif de linfini dans B s’il existe M € R tel que : Vx € B,
lz|| > M =z € A.

Propriété : (44)

(1) : A est un ouvert (resp. fermé, voisinage) relatif si et seulement s’il existe A’ C E ouvert (resp. fermé,
voisinage) tel que A= A" N B.
(2) : En conséquence, le complémentaire d’un ouvert relatif est un fermé relatif et inversement.

Ezxemples dans un intervalle de R, dans la réunion de deux intervalles.

V — Compacité

—{ Définition : propriété de BoLZANO-WEIERSTRASS (vraie par convention pour 0). (45) }7

Soit (E,||.|]) un espace vectoriel normé. Soit K une partie de E. On dit que K est un compact de E si et
seulement si de toute suite a valeurs dans K, on peut extraire une suite convergente vers une limite finie £ telle
que /€ K.

—{ Propriétés (46)}

(1) : Quelle que soit la dimension, un compact est toujours fermé borné. En dimension finie, la réciproque est
vraie.

2 : Contre-exemple en dimension infinie : E = R[X], N(P) = max |ay|. Alors B(0,1) est fermée, bornée, mais
non compacte.

3): Pour A,B#( : Ax B est compact dans E x F si et seulement A et B sont compacts.

(4): Si AC B et B est compact alors A est compact <= A est fermé.

) : Siun n:;f alors {u,, n € N} U{l} est compact.

— Théoréme (47) |

(1) : Soient A compact et (a,) € AN Si cette suite n'a qu’une seule valeur d’adhérence alors elle converge vers
cette valeur d’adhérence.

() : En conséquence, dans un ev de dimension finie, une suite bornée n’ayant qu’une seule valeur d’adhérence
est convergente.

(3) : Contre-ezemple en dimension infinie.

Exercice 7 : Théoreme des bornes atteintes

(1) : Soient A compact non vide et x € E. Montrer qu’il existe a € A tel que d(z,a) = d(z, A).

(2) : Monter que cette conclusion est encore vraie pour A fermé non vide lorsque E est de dimension finie.
3): Soit A compact non vide. Alors il existe (a,b) € A? tels que d(a,b) est égal au diamétre de A.

Exercice 8 : Théoréme de RIESZ :
(1) : Dans un ev de dimension infinie, il existe une suite de vecteurs unitaires sans valeur d’adhérence.
(2) : En conséquence, ni la sphére unité, ni la boule unité ne sont compactes.




VI — Exercices

Normes et distances

Exercice 9 : Normes sur K :

Montrer que sur K, toute norme est proportionnelle au module.

Exercice 10 :
Soit F = Cppr([a, b],R) ensemble des fonction continues par morceauz sur [a,b]. L’application N : f f[a b |/
est-elle une norme sur F ?

Exercice 11 :

Eziste-t-il une norme sur M,,(C) invariante par conjugaison (c’est a dire ||A|| = ||P~1AP|) ?

Exercice 12 : Translation et dilatation :

Montrer que B(a,r) = a+rB(0,1).

Exercice 13 : Représenter des boules

Soit E # {0} un espace vectoriel normé. Illustrer les résultats suivants puis les démontrer :
B(a,r) C B(b,s)«<=d(a,b) +r <s, DB(a,r)NB(b,s)=0<=d(a,b) =7 +s,

B(a,r) C B(b,s) <=d(a,b) +r < s, B(a,r)NB(b,s)=0<=d(a,b) >r+ s.
En conséquence, pour E # {0}, le centre et le rayon d’une boule sont uniques.

Exercice 14 : Mémes boules, mémes normes

Soient N1, Ny deuz normes sur un R-espace vectoriel E.

1. On note By ={zx € E | Ni(z) <1} et By ={z € E| Na(z) < 1}.
Montrer
B =By, = Ny =N,

2. Méme question avec les boules unités ouvertes.

Exercice 15 :

On définit sur E = C°([0;1],R) une norme par

N(f) = / ()]t

1. Soient a,b >0 et u,v > 0. Etablir que

1 a
u+ v U

Va+vb=1 =

/N

+

SES

2. Soient f,g € F telles que f,g > 0. Montrer

N(f)2N(f~1) + N(9)*N(g~")
(N(f) + N(9))?

N((f+9)7") <

3. En déduire que
N(f+g)N((f +9)™") < max(N(f)N(f~1),N(9)N(g™"))




Exercice 16 : Egalité du parallélogramme
Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé sur K(K =R ou C).

1. Montrer que pour tous x,y € E
=]l + [yl < 2max{||lz +yl|, |z — yll}

2. Montrer que l'on peut avoir [’égalité avec x # 0 et y # 0.
Désormais la norme est euclidienne.

3. Montrer que pour tous x,y € E
2]l + lyll < V2wmax {||lz +yl|, [l - yIl}

4. Peut-on améliorer la constantey/2 ?

- Exercice 17 : Normes matricielles
Pour A = (a; ;) € My p(K). On pose

n p
1Al =Y laigl 14l =

n o p
2

E E P t||A = m ¥

i=1 j=1 ‘a27]| et | ”OC 1<i<n%§j<p|az’]|

i=1 j=1

1. Montrer que ||.||,, |||y et |||l définissent des normes sur M, ,(K).

2. Déterminer une constante optimale coo telle que pour toutes matrices A et B carrées,
[AB|l o < oo |4l - 1Bl

3. En utilisant inégalité de Cauchy Schwarz, montrer que pour toutes matrices A et B carrées,
[AB]ly < [l Ally - | Bl

4. Déterminer une constante optimale ¢y telle que pour toutes matrices A et B carrées,
IAB|l, < e[| Ally - 1Bl

5. On rappelle qu’en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. En utilisant la question 2, montrer
que si N est une norme sur M, (R), il existe ¢ > 0 tel que N(AB) < ¢cN(A)N(B)

Exercice 18 : Norme subordonnée
On introduit une norme ||.|| sur l’espace des colonnes My, 1(R) en posant

X| = ;
X1 = max |a)

et on note S ensemble formé des colonnes de M, 1(R) de norme égale d 1.

1. Soit A € M, (R). Montrer lexistence de
sup [|AX]|
Xes

2. On pose
N(A) = sup [|AX]|
Xes
Justifier que pour tout X € M, 1(R), |[AX] < N(A4)|X].

3. Vérifier que N définit une norme sur M, (R).
4. Montrer

N(A)= sup > lai,
j=1

1<isn . —
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Exercice 19 : Distances a une partie

On norme l’espace B(N,R) des suites bornées par la norme infinie notée ||.| .

1. Déterminer la distance de la suite e constante égale a 1 au sous-espace vectoriel Cy des suites réelles
convergeant vers 0.
2. Déterminer la distance de la suite u = ((—1)")nen au sous-espace vectoriel C des suites réelles conver-

gentes.

Exercice 20 : Norme sur un espace de fonctions

Soient Uespace E = {f € C*([0;1],R) | f(0) =0} et N lapplication définie sur E par

1. Montrer que (E, N) est un espace vectoriel normé.

d .
Ox %(f(t)e‘”)dt, montrer qu’il existe a > 0 tel que Noo(f) < aN(f).

3. Les normes Ny, et N sont-elles équivalentes ?

2. En remarquant que f(x) = e=3%

Exercice 21 : Norme sur R[X]

Sur R[X] on définit N1 et Ny par :

+oo
mP) =Y ’P(’“)(O)‘ et No(P) = sup |P(t)]
k=0 te[—1,1]
1. Montrer que Ny et Ny sont deux normes sur R[X].

2. Etudier la convergence pour l'une et Uautre norme de la suite de terme général

1
B, = X"
n

3. Les normes N1 et No sont-elles équivalentes ¢

Exercice 22 : Norme sur un espace de suites
On note E Uespace des suites réelles bornées u = (un)nen telles que ug = 0.

1. Montrer que

Noo(u) = sup |u,| et N(u) = sup |[upt1 — Up
neN neN

définissent des normes sur l’espace E.
2. Montrer que
Vu € E,N(u) < 2Noo(u)
Déterminer une suite non nulle telle qu’il y ait égalité.

3. Montrer que ces deux normes ne sont pas équivalentes.
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Limites, suites convergentes

Exercice 23 : Limites "faciles”
1. Soient A, B € M,(R). On suppose
(AB)" — O,

Montrer que
(BA)" — O,

2. Soient A, B € M, (R) telles que

A¥ — s PetBF —Q
k—+oco k— oo

On suppose que les matrices A et B commutent. Montrer que les matrices P et Q commutent.

3. Soit (A,) une suite de matrices inversibles de M, (K).
On suppose
A, > Aet Al - B

Montrer que A est inversible et déterminer son inverse.

Exercice 24 : CNS
1. A quelle condition sur A € M,(K) existe-t-il M € M,(K) vérifiant

MY — A?

n—-+o0o

2. Variante :

Soit M € M,(C). On suppose que la suite (M™)pen converge vers A.
Montrer que A est semblable a une matrice diagonale n’ayant que des 0 et des 1.

Exercice 25 : Suite géométrique

1. Soit A € M,(R) diagonalisable vérifiant Sp(A) C |—1;1[. Montrer A™ — O,.

2. Méme question avec trigonalisable au lieu de diagonalisable.

Exercice 26 : Limite subtile
Soit a € R. Déterminer lim,,_, 1~ A} avec

An = (a}n _al/n>

cosf, —sinf SN Ao
" ") pour A, € R a préciser.

en écrivant A, = \ ( .
" " \sin6, cosb,

Exercice 27 : Suite géométrique de raison antisymétrique

Soit A € M,,(R) une matrice antisymétrique telle que la suite (AF)en converge vers B dans M, (R).
Que dire de B ?

Topologie : ouverts, fermés...

Exercice 28 : Sous espace vectoriel ouvert 7
Montrer que si un sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel normé E est ouvert alors FF = F.
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- Exercice 29 : Distance & un fermé¢ —————
Soit E une espace vectoriel normé.

1. Soient F' une partie fermée non vide de E et x € E. Montrer
dz,F)=0 <= z€F

2. Soient F et G deuz fermés non vides et disjoints de F.
Montrer qu’il existe deux ouverts U etV tels que

FcUGCVeUNV =0

Exercice 30 : Partie fermée 1
1. Montrer que les parties
A={(z,y) eR?* |zy=1} et B={0} xR
sont fermées.

2. Observer que A+ B n’est pas fermée.

Exercice 31 : Partie fermée 2
Montrer que Z est une partie fermée de R :

1. en observant que son complémentaire est ouvert;
2. par la caractérisation séquentielle des parties fermées;

3. en tant qu’image réciproque d’un fermé par une application continue.

Exercice 32 : —
Soit E = C?([0,1],R). Pour f élément de E, on pose N(f) = fol lf ()] dt, N'(f) = |f(0)] + fol [f'()] dt et
N"(f)=1£(0)| + |f'(0)] + fol |f”(t)| dt. Montrer que N, N' et N" sont des normes et les comparer.

Exercice 33 : Topologie dans M,,(K)]
Montrer que GL,(R) est un ouvert de M, (R), dense dans M, (R).

Montrer que M., (R)\ GL,(R) est fermé mais non compact (pour n > 2).

Montrer que O, (R) est compact. O, (R) est-il conveze ¢

Montrer que S, (R) est fermé.

Soit p € [0,n]. Montrer que l’ensemble des matrices de rang inférieur ou égal d p est un fermé de M, (R).

S Su o~

Montrer que l’ensemble des matrices diagonalisables dans M, (C) est dense dans M, (C). Peut-on rem-

placer M,,(C) par M,,(R) ¢

7. Montrer que l’ensemble des matrices stochastiques (matrices (a; j)i<ij<n € Mn(R) telles que V(3,j) €
[1,n]?, ai; >0 et Vi€ [1,n], i1 aij=1) est un compact convere de M, (R).

8. Montrer que ’ensemble des matrices diagonalisables de M,,(R) est connexe par arcs.

Exercice 34 :
Montrer qu’entre deux réels distincts, il existe un rationnel (ou encore montrer que Q est dense dans R).
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Exercice 35 :
Soient A et B des parties d’un espace vectoriel normé E. Montrer que

:]k —~
m ~—
w
U |
|

N

oy

= A.

Q0 o

et

etAC B= AC B.
Bet ANB=ANB.

et AUB C AU B. Trouver un exemple ou l’inclusion est stricte.

SR
N
|
O C
o]

wolof
—0o )
% w
I
)
—
o]
o

I

o
R,
o]0
Il

Exercice 36 :

1. Soient (E,Ng) et (F, Np) deuz espaces vectoriels normés. Soient f et g deuzx applications continues sur
E a valeurs dans F'. Soit D une partie de E dense dans E. Montrer que si f/p = g,p alors f = g.

2. Déterminer tous les morphismes continus de (R, +) dans lui-méme.

Exercice 37 :
Soit u une suite bornée d’un espace vectoriel normé de dimension finie ayant une unique valeur d’adhérence.
Montrer que la suite u converge.

Exercice 38 :
Soit f : R — R une application uniformément continue sur R. Montrer qu’il existe deux réels a et b tels que
Vz € R, |f(z)| < alz| +0.

Exercice 39 :
Soit z un nombre compleze. Déterminer limy, 4o (1 + %)n
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