ALGEBRE DES POLYNOMES

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

I — Rappels de MPSI

1) Polynémes, indéterminée

.............. ~ Définitions (1)

Soit (ag,...,ap) € KPTL.

W: P=Y"_a, X" est un polynome d une indéterminée a coefficients dans K. Notation : K[X].

(2) : Un monéme est un polynome dont tous les coefficients sont nuls sauf un seul.

@3): Si P#0, le degré de P est max{n € N|a,, # 0}. Notation : deg P. Par convention, deg0 = —o0.

@ : On note K,[X] ={P € K[X]|deg P < n}.

(6): Si P #0, ageg p est le coefficient dominant de P et si ageg p = 1, on dit que P est unitaire ou normalisé.
6): Si P#0, la valuation de P est min {n € N|a,, # 0}. Notation : val P. Par convention, val0 = +o0.

(7 : Un polynome est pair (resp. impair) lorsque tous ses coefficients d’indices impairs (resp. pairs) sont nuls.

Remarques (2)

(1) : L’objet X s’appelle Uindéterminée du polyndome; ce n’est ni un élément de K ni une “variable”. C’est un
objet figé, comme le nombre entier w, le booléen “vrai”, ou l'application exp. Tout polynome est donc un objet
figé, mais n’est ni une application, ni méme une erpression.

On n’écrira pas “posons X = 1” mais plutot : “substituons 1 a X”.

(2) : Pour simplifier certaines notions, dans la suite, on considérera que si P =Y " _ a, X", au deld de p, les
coefficients a,, sont définis, mais tous nuls (on parle aussi de suite presque nulle ou nulle d partir d’une certain
rang). On pourra dans ce cas écrire P = 5720 a, X™.

2) Opérations sur les polyndmes

- Lois de composition (3)

Soient P =310 a, X" et Q = 3125 b, X" deuz éléments de K[X] et A € K. On définit trois lois sur K[X] :
)« L’addition : P+ Q = Y12 (an + b,)X™.

@) La multiplication : PQ = S 20 (S0 arbn—r) X" = Ii?)(zp+q:n apbg) X", appelée produit de Cauchy.
- La loi dite externe : AP = 3723 (Aa,) X ™.

Rappel (4)

Soit (P, Q) € K[X]?, alors deg(P + Q) < max(deg P,deg Q) et deg(PQ) = deg P + deg Q. Et donc si P # 0 et
Q # 0, alors PQ # 0.

i Théoréme (5)

(1) : L’addition et la multiplication sont deuz l.c.i sur K[X], et (K[X],+, x) est un anneau intégre.
@) : (K[X],+, x,-) est une K-algébre commutative.




Corps des fractions rationnelles (6)

(1) : Puisque Uanneau K[X] est intégre, on peut définir le corps des fractions constituées de polynomes, appelé
corps des fractions rationnelles. Notation : K(X).

(2): Soit (A, B) € K[X] x K[X]\ {0}. On appelle degré de la fraction rationnelle % le nombre deg A — deg B.
Notation : deg %.

IT — Arithmétique dans ’anneau des polynémes

1) Division euclidienne de polynémes

. Définition - Théoréme (7)

) : Soit (A, B) € K[X]2. On dit que B divise A lorsqu’il existe Q € K[X] tel que A = BQ ;

B est un diviseur de A et A un multiple de B.

) : Soit (A, B) € K[X] x (K[X]\ {0}). Alors il existe un unique couple (Q, R) € K[X]? tel que

A= BQ+ R et deg R < deg B division euclidienne de A par B).

3): Si % désigne un élément de K(X), alors il existe un unique polynome E € K[X] (appelé partie entiére de
%) et une unique fraction rationnelle G € K(X) (appelé partie polaire de %) tels que deg G < 0 et % =FE+G.

2) PGCD de polyndémes

— PGCD et algorithme d’Euclide (8) |

(1): Si A et B sont deux polynomes non nuls, alors AK[X] + BK[X] est un idéal de K[X]|. Il existe donc
D € K[X] tel que AK[X]+ BK[X]| = DK[X]. Un tel D est appelé un PGCD de A et de B.

() : Soient A et B deux polynémes non nuls tels que deg A > deg B. On peut définir une suite de polynomes
par divisions euclidiennes successives : A = BQ1 + R1, B = R1Q2 + Ra,..,Rix = Rx11Qk+2 + Riy2 pour tout
k > 1. La suite (deg Ry) décroit. Le dernier reste non nul est un PGCD de A et B.

3): Un tel polynome D est un diviseur commun de A et B, le plus grand (& un facteur scalaire prés) pour la

......

— Le PGCD (9) |

Sous les mémes hypothéses, il existe un unique PGCD unitaire : on l’appelle LEE PGCD de A et de B.

—— Définition - Théoréme (10) |

(1) : Soient A et B deux polynomes non nuls. On dit que A et B sont premiers entre eux si leurs seuls diviseurs
communs sont les polynomes constants (i.e. leurs PGCD sont les constantes).

(2): Soient A et B deuz polynémes non nuls. Si D est un PGCD de A et de B, alors il existe (U, V) € K[X]?
tels que AU + BV = D.

3): Théoréme de Bézout : soient A et B deux polynomes non nuls. Alors A et B sont premiers entre eux si
et seulement s’il existe (U, V) € K[X]? tels que AU + BV = 1.

() : Ce théoreme peut étre démontré a partir de ’algorithme d’Euclide ou bien avec le résultat sur le PGCD et
les idéauzr de K[X].

—{ Corollaires (11) }
(1) : Soient A, By et By trois polynomes non nuls. Si A est premier avec By et avec Bs, alors A est premier
avec B1Bs.

(2) : Soient A et B deux polynémes non nuls. Si on divise A et B par un de leurs PGCD, on obtient deux
polynémes premiers entre eux.




—{ Théoréme de Gauss (12) }

(1) : Soient A, B et C trois polyndmes non nuls. Si A divise BC' et si A et B sont premiers entre euz, alors A
divise C.

2) : Corollaire : soient A, B et C trois polynomes non nuls. Si A et B divisent C' et si A et B sont premiers
entre eux, alors AB divise C'.

3) PPCM de deux polynémes

Définition (13)

Si A et B sont deuz polynomes non nuls, alors AK[X] N BK[X] est un idéal de K[X]. Il existe donc M € K[X]
tel que MK[X] = AK[X] N BK[X]. Un tel M est appelé un PPCM de A et de B.

—{ Théoréme (14) }

(1) : Un tel polynome est un multiple commun a A et B, le plus petit (a un scalaire prés) pour la relation d’ordre
de divisibilité des polynomes et donc de plus petit degré aussi.

() : Sotent A et B deux polynémes non nuls et D un PGCD de A et B. Alors le polynome % est un PPCM
de A et B.

4) Polynomes irréductibles

Définition - Remarque (15)

(1) : Soit P € K[X]. On dit que P est irréductible sur K lorsqu’il est non constant et lorsque ses seuls diviseurs
dans K[X] sont, d un scalaire multiplicatif prés, 1 et lui méme.
) : Exemple : Tout polynome de degré 1 est irréductible.

Attention (16)

Le corps de base a une importance. Ainsi, X2 + 1 est irréductible sur R, mais pas sur C.

—{ Théoréme (17) }

(1) : Soit P,Q € K[X]. Si P est irréductible et ne divise pas Q, alors P et @ sont premiers entre eut.
() : St un polynome irréductible divise un produit de polynomes, il divise au moins un de ces polynomes.

5) Corps algébriquement clos

Définition - Théoréme (18)

(1) : Un corps K est algébriquement clos lorsque tout polynome non constant de K[X] admet au moins une racine
dans K.

2): Un corps K est algébriquement clos si et seulement si l'une des deux proposition suivante est vraie :

e les seuls polynomes irréductibles a coefficients dans K sont ceux de degré 1

e tout polynome de K[X] non constant est scindé sur K.

6) Décomposition des polynémes de C[X]| et de R[X]

—{ Théoréme de d’Alembert-Gauss (19) }

(1) : Le corps C est algébriguement clos.

) : Tout polynome réel est scindé sur C.

(3) : Factorisation dans C[X] : soit P € C[X]. On suppose que P est non constant et admet pour racines
complezes ay,...,a, d’ordres respectifs o, ...,ap. Alors il existe A € C tel que P = /\Hi-’:l(X —a;)%. Cette
écriture est unique a l'ordre des facteurs pres.




— Théoréme (20) |
(1) : Soit P € R[X], p € N* et a € C. Alors a est racine d’ordre p exactement de P si et seulement si @ est
racine d’ordre p exactement de P.

(2) : Soit P € R[X]. Alors la parité de la somme des ordres de multiplicité des racines réelles de P est égale d
la parité du degré de P.

(3) : factorisation dans R[X] : soit P € R[X]. On suppose que P est non constant et admet pour racines réelles
ai,...,ap d’ordres respectifs i, ..., et pour racines complezes non réelles uy £ vy, ...,uq & vy d’ordres
respectifs Bu, ..., Bq. Alors il existe X € R tel que P = A[T7_y (X — a;)* [Tf_; (X —ux)® +v})P*. Cette écriture
est unique a l’ordre des facteurs pres.

() - factorisation des polynomes réels bicarrés : soit p,q € R. On pose P = X* +pX2?2+q, Q = X2+ pX +q et
A = p? — 4q. On cherche a factoriser P dans R[X] :

e Si A >0, on cherche les racines de Q et on avise suivant leurs signes.

e SiA <0, alorsq>0et P=(X>+,/9)>—(2/4—p)X? = (X*—/2,/q — pX + /O (X?+/2/7 — pX + /7).

—{ Théoréme : Polynoémes irréductibles (21) }

(1) : Les polynomes irréductibles de C[X| sont exactement les polynomes de degré 1.
(2): Les polynomes irréductibles de R[X] sont exactement les polynomes de degré 1 et ceux de degré 2 dépourvus
de racines réelles.

ITT — Compléments sur les polynémes

1) Composition
Définition (22)

Soit (P,Q) € K[X]2. On suppose que P =37 _ a,X". On appelle composé des polynémes P et Q le polynome
S 0 anQ™, obtenu par substitution de Q, élément de la K-algébre K[X], da X.

Notation : P(Q) ou encore Po Q.

Remarque : P(X) = X(P) = P.

2) Fonctions polynomiales

Définition (23)

Soit P € K[X]. On suppose que P =" _ a, X"™. Pour tout élément x de K (considérée comme une K-algébre),
on peut définir P(z) = Y0 _ a,z™, par substitution de x a X. On appelle fonction polynomiale associée a P
Uapplication K — K ; z — P(x). Notation : P ou bien fp.

Théoréme (24)

() : L’application K[X] — KX ; P fp est un morphisme d’algebres.

2): Si K est un corps général, ce morphisme n’est pas injectif. Cependant, dans le cadre du programme officiel
(K =R ou C), il est injectif, ce qui se traduit par : I’égalité numérique implique 1’égalité formelle. Par abus de
notation, on pourra donc dans la suite utiliser P au lieu de P.

3) Dérivation et formule de Taylor
Définition (25)

Soit P € K[X]. On suppose que P = 3% a, X™. On appelle polynome dérivé de P le polynome S na, X"~ 1.
Notation : P'.
On définit récursivement, pour tout k € N*, P+ = (PW)Y . On convient que P(O) = P.



— Théoréme (26) |

Quelques propriétés de la dérivation formelle des polynomes :
1) : Il s’agit d’une application linéaire.
(2): Pour tout (P,Q) € K[X]?, (PQ)' = P'Q + PQ'.
3): Pour tout P € K[X] et tout k € N*, (P*)’ = kP'Pk-1.
(@) : Pour tout (P,Q) € K[X]? et tout k € N*, (PQ)® = y°5_(*) PDQ*=7).
(5): Pour tout (P,Q) € K[X]?, (PoQ) =Q" - P(Q).
6) : Pour tout P € K[X] et tout a € K, (P(X +a)) = P/(X +a).
)

(1) : Pour tout P € K[X], P € D(R,K) et (P) = P

—{ formule de Mac-Laurin (27 )
Soit P € K[X]. Alors P = Z*O" P(")(O)Xn

—{ Formule de Taylor (28) }

Soit P € K[X] et a € K.
Alors P(X +a) = S0 P(:,(a) X™ ou encore, P = Y1 Pm) )(X —a)".

4) Racines d’un polyndéme

—{ Définition - Théoréme (29) }

2): Soit P € K[X] et a € K. Alors a est racine de P si et seulement si P(a) = 0.
existe Q € K[X] tel que P = (X — a)PQ et Q(a) # 0.
exactement du polynome P si et seulement si ['une des propositions suivantes est vérifiée :

o P est divisible par (X — a)? sans l’étre par (X — a)PL.
e P(a)=P'(a)=---= PP V(a) =0 et PP)(a) #0.

(1) : Soit P € K[X] et a € K. On dit que a est racine ou zéro du polynome P lorsque P est divisible par X — a.
@3): Soit P € K[X], p € N* et a € K. On dit que a est racine d’ordre p exactement du polynéme P lorsqu’il

(4) : caractérisations d’une racine d’ordre p Soit P € K[X], p € N* et a € K. Alors a est racine d’ordre p

5) Majoration du nombre de racines avec mulitplicité

— Théoréme (30) |

seulement s’il existe Q € K[X] tel que P = QT[j—1(X —a;)®

degré de P.
@): Si (P,Q) € Ky[X]? coincident en n + 1 points (au moins) distincts, alors P = Q.

fonctions polynomiales, c’est donc un isomorphisme.

(1) : Soit P € K[X]. Alors P a pour racines distinctes ay, . ..,a,, d’ordres respectifs aq, ..., o, au moins, si et

(2): Soit P € K[X]\ {0}. Alors la somme des ordres de multiplicité des racines de P est inférieure ou égale au

(4): Puisque K =R ou C, l'application K[X] — KX ; P+ fp est injective. Si on la corestreint d ’ensemble des

IV — Exercices TD

- Exercice 1 : Reste d’une division euclidienne

en fonction de P(a) et P(b).
Soient a € K et P € K[X].
Exprimer le reste de la division euclidienne de P par (X — a)? en fonction de P (a) et P’ (a).

Soit (a,b) € K2 tels que a # b et P € K[X]. Ezprimer le reste de la division euclidienne de P par (X —

a)(X —b)




Exercice 2 : Euclide ———
Soient n,m € N*,
1. De la division euclidienne de n par m, déduire celle de X™ — 1 par X™ — 1.

2. Etablir que
pged(X™ — 1, X™ — 1) = xpecdtnm) _

Exercice 3 : Polynome de degré impair
Montrer qu’un polynome de degré impair admet au moins une racine réelle

Exercice 4 : Factorisation et relation coefficients-racines

n—1 o n—1 o
2ik 2ik
Factoriser dans C[X] le polynome X™ — 1. En déduire les valeurs de E exp(g) et de H exp( k 7r).
n n
k=0 k=0

Exercice 5 : Factorisation dans R[X]

Factoriser dans R[X] les polynomes X* — 1 puis X° — 1.

Exercice 6 : Factorisation classique ——

Soient a € |0; 7| et n € N*. Factoriser dans C[X] puis dans R[X] le polynéme X*" — 2 cos(na)X™ + 1

Exercice 7 : CNS de divisibilité ———————

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur n € N pour que X2+ X + 1| X* + X" +1

Exercice 8 : Polynoéme a racines simples ——

1
Montrer que le polynome P, =3 1_, EXk est scindé dans C[X] a racines simples. Qu’en est-il dans R[X] ?

V — Encore un peu d’algébre linéaire

Exercice 9 : Endomorphisme? ———
Soit f : P— 5P — X P'. L’application f est-elle un endomorphisme de K[X]| ? de K,[X] pour tout n € N ¢
Déterminer un endomorphisme de K[X] qui ne soit pas un endomorphisme de K,,[X] pour aucun n € N.

Exercice 10 : Familles échelonnées ————

Montrer que toute suite de polyndmes non nuls de degrés deuzx d deux distincts est libre.
Montrer que toute suite de polynomes non nuls de valuations deux a deuz distinctes est libre.

Exercice 11 : Une base de R, [X]
E =R,[X]. Pour 0 <k < n, soit P, = X*(1 — X)" k. Montrer que (Py)o<k<n est une base de E.

Exercice 12 : Polyndmes interpolateurs de Lagrange ————
Soient ag, ..., an n + 1 nombres complezes deuz & deuz distincts et by,..., by n+ 1 nombres complezes.

Montrer qu’il existe une unique famille de n + 1 polynomes a coefficients complexes de degré m exactement

vérifiant ¥(i,7) € [0,n], Li(a;) =1 sii=j et 0 sinon.

Montrer que la famille (L;)o<i<n est une base de C,[X].

Montrer qu’il existe un unique polynome P de degré inférieur ou égal a n vérifiant Vi € [0,n], P(a;) = b;.

Ezxpliciter P puis déterminer tous les polynomes vérifiant les égalités précédentes.

Exercice 13 : Reste ———
Soit E = R3[X]. Pour P élément de E, soit f(P) le reste de la division euclidienne de AP par B ou A = X*—1
et B=X*-X.

Vérifier que f est un endomorphisme de E puis déterminer Kerf, Imf et les valeurs et vecteurs propres de f.




- Exercice 14 : Reste bis ———
Soient A un polynome mnon nul de R[X] et r: R[X] — R[X] Uapplication définie par : VP €
R[X],r(P) est le reste de la division euclidienne de P par A Montrer que r est un endomorphisme de R[X] tel
que 2 = ror = r. Déterminer le noyau et image de cet endomorphisme.

Exercice 15 : P(X+1)-P(X)

Soit A: C[X] — C[X] Uapplication définie par A(P) = P(X +1) — P(X)

Montrer que A est un endomorphisme et que pour tout polynome P non constant deg (A(P)) =deg P—1.
Déterminer Ker A et Im A.

Soit P € C[X] et n € N. Montrer A™(P) = (—1)" Y i_o(=1)*(})P(X + k)

En déduire que, si deg P < n, alors > p_o (1) (—=1)*P(k) =0

™ v~

Exercice 16 : Théoreme du rang ———
Soit p: K, 1[X] = K, [X] définie par p(P) = (n+1)P — XP'.
1. Justifier que @ est bien définie et que c’est une application linéaire.

2. Déterminer le noyau de @ et en déduire que @ est surjective.

Exercice 17 : Matrice compagnon

Soit E = K* muni de la base canonique. Soit f : E — E l’endomorphisme tel que f(e1) = ea, f(e2) = e3, f(e3) =
eq et fleq) = e1 —e3 +eq). Vérifier que X* — X3 + X2 — 1 est un polynéme annulateur de f.

En déduire une matrice carrée A vérifiant A* — A3 + A2 — T =0.

VI — Exercices d’oraux autres que CCP :

Exercice 18 : Centrale —
1. Soit n € N. Exprimer sin((2n + 1)a) en fonction de sina et cos a.

2. En déduire que les racines du polynome :
- 2n+1
P(X) = —1)P xn-r
=3 (571)

sont de la forme xj, = cotan? Bi,. Déterminer les B;.

Exercice 19 : Centrale ——
Soit P € 7Z[X] et a,b deuz entiers relatifs avec b > 0 et /b irrationnel.

1. Ezemple : montrer que V6 est irrationnel.

2. Quelle est la forme de (a + Vb)™ ?

3. Montrer que si a + /b est racine de P alors a — /b aussi.

4. On suppose que a+ /b est racine double de P. Montrer que P = RQ? avec R et Q dans Z[X].

Exercice 20 : Centrale ————
On pose
1

COS T

flz) =

Démontrer lexistence d’un polynome P, de degré n et a coefficients positifs ou nul vérifiant

P, (sinz)

Vn > 1, @) =

Préciser Py, Py, P3 et calculer P,(1).




