FEQUATIONS DIFFERENTIELLES

I — Rappels MPSI - Equations linéaires scalaire du premier ordre sous forme résolue
1) Equation scalaire sous forme résolue

-------------- . Définition : Equation différentielle linéaire scalaire (1)

Soit I un intervalle réel et (a,b) € C€(I,K)2.

(1) : Une équation différentielle linéaire du premier ordre sous forme résolue est du type y'(t) + a(t)y(t) = b(t).
(2): L’équation homogene associée d cette équation est y'(t) + a(t)y(t) = 0.

(3) : Résoudre une telle équation sur I consiste a chercher toutes les fonctions au moins dérivables sur I qui
vérifient ’équation.

Remarque : (2)

On constate qu’une telle solution est de classe C' sur I.

............. . Définition : (3) |

Soit I un intervalle réel, ty € I, yo € K et (a,b) € C(I,K)2. On appelle solution sur I au probleme de Cauchy
en (tg,yo) toute solution ¢ sur I de Iéquation y'(t) + a(t)y(t) = b(t) qui vérifie d(to) = yo-

—| Théoréme de Cauchy-Lipschitz pour une EDLI1 scalaire résolue : (4) I

Pour tout couple (to,yo) € I x K, il existe une unique solution au probléme de Cauchy sur I a l’équation (E).

Démonstration “élémentaire” : (5)

L’idée est de multiplier I’ED par un terme de maniére a reconnaitre dans le terme de gauche une dérivée usuelle.
On note A la primitive de a qui s’annule en ty. Alors :

Vi e Iy'(t) + a(t)y(t) =b(t) < Vt € I, (y' () + a(t)y(t)) exp(A(t)) = b(t) exp(A(t))

&Vt e I, (yexp(A)) (t) = (bexp(4)) (t)

© INEK,Vt € I,y(t) = exp(—A(t)) (/f,, b(u) exp(A(u)) du + )

D’aprés la condition initiale, A = y(to), d’ou Uexistence et l'unicité de la solution au probléme de Cauchy.
Remarque :  (6)

Les solutions non nulles de (Ey,) ne s’annulent jamais.

—| Théoréme de structure de ’espace des solutions : (7) i

Soit I un intervalle réel et (a,b) € C(I,K)2.

On note (E) équation y'(t) + a(t)y(t) = b(t) et (Ep) l’équation homogéne associée. Alors :

(1) : L’équation (Ey) admet une droite vectorielle de solutions sur I, il s’agit de Vect(t — exp(—A(t))), ot A
désigne une primitive de a sur I.

(2): L’équation (E) admet une droite affine de solutions sur I, dirigée par la droite des solutions de (Ep).

© (1) : Pour trouwver une solution “particuliére” de (E), on utilise la méthode de la variation de la constante, en
- cherchant une solution sous la forme t — A(t) exp(—A(t)).
- (2): Principe de superposition des solutions : sib= >, a;b;, avec pour touti € [1,n], b, € €(,K)
et oy €K, alors Y1, ai¢; est une solution de (E), ou ¢; désigne une solution sur I de y'(t) + a(t)y(t) = bi(t),
“pourtoutie [1,n]. :



Exercice 1 : EDLI1 scalaire avec ou sans second membre ———

2 2
(1) : Résoudre I’EDL1 scalaire sous forme résolue (Fy) y' — 7Y + 1= 0 sur R7.
(2) : Résoudre UEDL1 scalaire sous forme non résolue (Ep) t(t + 1)y’ — (2t + 1)y = —(t + 1) sur RY,.
(3): Résoudre les EDL 1 scalaires y' +2y = x2, 3y +y = 2sinz, ¢ +y = — exp(z) + cos x.
(4) : Prouver que toute solution de l’équation différentielle y' + e"”Qy = 0 admet une limite nulle en +oo.
(5) : Déterminer les fonctions f : R — R dérivables et vérifiant, pour tous (s,t) € R? | f(s+1t) = f(s)f(t).

2) Cas d’une équation différentielle scalaire non résolue : raccordement de solutions.

Définition : (9)

Soit I un intervalle réel et (a,b,c) € C(I,K)3. Une équation différenticlle linéaire du premier ordre générale
est du type a(t)y'(t) + b(t)y(t) = c(t).

- Méthode : (10)

Pour résoudre une telle équation, on se place sur des sous-intervalles (J1, ..., J,) de I sur lesquels a ne s’annule
pas (on suppose qu’ils existent). On procéde comme présenté ci-dessus sur chaque intervalle, puis on tente de
raccorder les solutions trouvées. Si k € [ 1, p— 1], il faut et il suffit qu’au point ty, de raccordement de Jy et
de Jyx11, si on note ¢ une solution sur Jy, et g1 une solution sur Jii1,

. tllr& or(t) = tlig}lﬂ ¢r+1(t), pour obtenir un raccordement continu en t, et

t<tp t>1tp

e lim ¢j(t) = lim ¢}, (¢), pour obtenir un raccordement dérivable (théoréme de la limite de la dérivée).
—tE —lE
t<ty t>tp,

Exercice 2 : EDLI1 scalaire non résolue ——
Résoudre ’EDL1 (E) t(t — 1)y’ — (t — 2)y = 0 sur R.

Exercice 3 : CCP :
On considere les deux équations suivantes :

2zy’' —3y=0 (H)

2¢y' =3y =z (E)

1. Résoudre ’équation (H) sur Uintervalle 0, +00].
2. Résoudre l’équation (E) sur Uintervalle 10, +00].

3. L’équation (E) admet-elle des solutions sur [0, +oo| ¢

II — Rappels MPSI - Equations linéaires scalaires du second ordre a coefficients constants

Soit I un intervalle réel et (a,b,c) € K2 x €(I,K). Il s’agit de résoudre I'équation " (t) + ay’(t) + by(t) = c(t), notée (E). On
note (Ep) I'équation homogéne associée y” (t) + ay’(t) + by(t) = 0.

1) Equation homogéne (E},)



Méthode : (11)

On appelle équation caractéristique de (Ej) [’équation en r : 12 4+ ar +b = 0.

Le réel r est solution de l’équation caractéristique si et seulement si t — exp(rt) est solution de (Ep).

x Cas compleze : Si (a,b) € C2, I’ensemble des solutions de (Ey) est un plan vectoriel sur ‘C.

(1)« Il s’agit de vectc(t — exp(rit),t — exp(rat)) si 1 # ro sont les solutions de ’équation caractéristique.

() : Il s’agit de vectc(t — exp(rt),t — texp(rt)) sir est racine double de ’équation caractéristique.

x Cas réel : Si (a,b) € R2, I’ensemble des solutions de (Ey) est un plan vectoriel sur R.

(3): 1l s’agit de vectr(t — exp(rit),t — exp(rat)) si r1 # ro sont les solutions réelles de l’équation caractéris-
tique.

(4) : Il s’agit de vectr(t — exp(rt),t — texp(rt)) si r est racine double réelle de I’équation caractéristique.

(5) : 1l s’agit de vectgr(t — exp(at)cos(ft),t — exp(at)sin(fBt)) si o+ i sont solutions complexes non réelles
de ’équation caractéristique.

2) Equation avec second membre (E)

Structure de ’espace des solutions : (12)

L’ensemble des solutions de (E) est un plan affine dirigé par le plan vectoriel des solutions de (Ep) et passant
par toute solution de (E). Ainsi, les solutions de (E) s’obtiennent en ajoutant a une solution “particuliére” de
(E) les solutions de (Ey).

Recherche d’une solution particuliére : (13)

Pour obtenir une solution particuliére de I’équation y” (t) + ay’(t) + by(t) = c(t), lorsque c(t) = exp(yt)P(t) ou
P est un polynome et v € K :
e si vy nest pas solution de l’équation caractéristique, on cherche une solution de la forme t — exp(yt)Q(t) avec

deg @ = deg P,
e siy est racine simple de l’équation caractéristique, on cherche une solution de la forme t — exp(vt)tQ(t) avec
degQ = deg P,

e si 7y est racine double de I’équation caractéristique, on cherche une solution de la forme t — exp(yt)t2Q(t)
avec deg () = deg P.

Remarque (14)

Cette méthode peut aussi s’appliquer aux équations différentielles linéaires d’ordre 1 a coefficients constants avec
un deuzxiéme membre produit d’exponentielle et de polynome.

- Exercice 4 : EDL?2 scalaire
Résoudre équation différentielle y" — 3y’ + 2y = exp(t).
Résoudre I’équation différentielle y" + 2y’ + 5y = cos?(t).
Résoudre les ED :

y' —4y +3y=(2x+1)e ™

y" — 4y + 3y = (22 + 1)e”

y// _ 2y/ + y = (12 + 1)690 + e3;c

y" — 4y’ + 3y = 22%e” + ze** cosw

y' — 2y + 5y = —4de™* cosx + Te T sinx — 4e® sin(2x)
Réponses :

x> (z/4+5/16)e=% + Xe® + €32, A, € R.

T (—1/22 — 1)e® + Xe® + 3%\ €R.

r (2412 4+ 22/2 + Az + B)e® + 1/4e3*. A, B € R

1
z —(23/6 + 22 /4 + x/4)e” + 5(—1‘ cosz + sinx)e?® + Ae® + €32\, € R.
x — xe” cos(2z) + e~ T sinx + Aecos(2z) + eTsin(2x), A, € R.




III — Equations différentielles vectorielles

1) Equations différentielles linéaires vectorielles

a) Equations linéaires vectorielles du premier ordre sous forme résolue

Définition : EDL1 vectorielle a coefficients non constants (15)

Soit F' un K-espace vectoriel normé de dimension finie, I un intervalle réel et (a,b) € C(I,L(F)) x C(I, F).
(1) : Une équation différentielle vectorielle linéaire du premier ordre sous forme résolue est du type

y'(t) = a()(y(t)) + b().

(2) : L’équation homogene associée d cette équation est y'(t) = a(t)(y(t)).

(3) : Résoudre une telle équation sur I consiste d chercher toutes les fonctions ¢ au moins dérivables sur I a
valeurs dans F qui vérifient [’équation, i.e. pour tout t € I, ¢'(t) = a(t)(o(t)) + b(t).

Définition : systéme différentiel a coefficients non constants (16)

Soit F' un K-espace vectoriel normé de dimension finie n, B une base de F, I un intervalle réel et (a,b) €
C(I,L(F)) x C(I,F). Pour tout t € I, on note A(t) = Mgz (a(t)) € M, (K) et B(t) = Mz (b(t)) € M, 1(K).
On appelle systeme différentiel du premier ordre l’équation X' = A(t)X + B(t), d’inconnue X € €1 (I, M, 1(K)).

Remarque (17)

On peut voir que ce systéme différentiel du premier ordre est constitué de n équations différentielles linéaires
scalaires du premier ordre, du type x; = 71 a; j(t)x; + bi(t).

Définition (18)

Soit F' un K-espace vectoriel normé de dimension finie, I un intervalle réel, to € I, yo € F et (a,b) €
C(I,L(F)) x €(I,F). On appelle solution sur I au probléme de Cauchy en (to,yo) toute solution ¢ sur I de

Uéquation y'(t) = a(t)y(t) + b(t) qui vérifie ¢(to) = yo-

b) Ensembles de solutions

—{ Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire (19) }

Soit F' un K-espace vectoriel normé de dimension finie, I un intervalle réel, to € I, yo € F et (a,b) €
C(I,L(F)) x C(I, F). Alors l’équation y'(t) = a(t)y(t) + b(t) admet une unique solution au probléme de Cauchy
en (t07y0)'

Idée de démonstration : on remarque que ¢ est une solution du probléme de Cauchy ssi ¢ est C' et pour tout
tel:

o(t) = yo + / (a(u)(é(u)) + b(u))du.

to

Cela revient & dire que ¢ est un point fixe de application ¢ : ¢ — (t — Yo + ftto (a(u)(p(u)) + b(u))du) de CI(I,E)
dans lui méme.

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz revient alors & montrer que 1) admet un unique point fixe.

Pour existence, on définit une suite récurrente (f,) d’applications de I dans E en posant f; la fonction constante
, X t

gale & yo et Fus1(t) = o+ J (0(u)(fu(w)) + b(uw))du.

On montre alors que cette suite de fonctions converge uniformément sur tout segment [tg,t] vers une fonction f, qui
s’avere étre un point fixe de v, et donc une solution du probleme de Cauchy.

Pour 'unicité, on considére deux solutions f et g et en utilisant ¢, on montre que f = g sur tout segment [to, t].



—{ Corollaire (20) }

Soit F' un K-espace vectoriel normé de dimension finie n, I un intervalle réel et (a,b) € C€(I,L(F)) x C(I, F).
On note (E) équation y'(t) = a(t)y(t) + b(¢t) et (Ep) l’équation homogéne associée. Alors :

(1) : L’ensemble des solutions sur I de I’équation (Ey,) est un sous-espace vectoriel de C1(I, F) isomorphe a F
(par, pour tout tg € I, ¢ — &(to)) et est donc de dimension n. Toute base de cet espace s’appelle un systéme
fondamental de solutions de (Ey,) sur I.

) : L’ensemble des solutions sur I de I’équation (E) est un sous-espace affine de CL(I,F), dirigé par l’espace
vectoriel des solutions de (Ey,).

Démonstration : 1l est clair que I'ensemble des solutions de (Ej) est un sous-espace vectoriel de €!(I, F'). Soit
tog € I. L’application ¢ — ¢(ty) est un isomorphisme de ’ensemble des solutions de (Fj) sur F' par théoréme de
Cauchy-Lipschitz linéaire. L’ensemble des solutions de (E) est non vide par le théoréeme de Cauchy-Lipschitz. Si on se
donne deux solutions de (E), la différence est solution de (E},).

Exercice 5 : Un premier exemple
Soit I’équation différentiell torielle /1 teme diffé tl{xl(
oit I’équation différentielle vectorielle / le systéme différentie wh(t) = 21 (£) + wa(t)
(On remarquera que dans ce cas particulier, les coefficients sont constants...)
Sotient f = (f1, f2) solution de cette équation.
1. En sommant les deuz équations, montrer qu’il existe a € K tel que Vt € R, (f1 + f2)(t) = aexp(3t).
2. En déduire que f € Vect(d1, d2) avec : ¢1(t) = (exp(—t),exp(—t)) et ¢2(t) = (exp(3t), exp(3t)).

3. Terminer la résolution.

c) Wronskien d’une équation vectorielle d’ordre 1

—{ Théoréme-Définition (21) }

Soit F' un K-espace vectoriel normé de dimension finie n, B une base de F', I un intervalle réel et a € C(I, L(F)).
On note (Ey) l’équation homogeéne y'(t) = a(t)y(t) et (¢1,...,0n) une famille de solutions de (Ey) sur I.
On appelle matrice wronskienne (resp. Wronskien) relativement d la base B ’application matricielle W =
Mg (¢1,...,¢,) € CLHI, M, (K)) (resp. W = dets(d1,...,0,) € CH(I,K)). Alors les propositions suivantes sont
équivalentes :

@) : (f1,-..,0n) est un systéme fondamental de solutions de (Ey,) sur I,

(2): pour tout t € I, W(t) #0,

3): il existe tg € I tel que W (to) # 0,

Démonstration : Soit ¢t € I, 'isomorphisme de ’espace des solutions de (E},) vers F' transforme une base en une base
si et seulement si W (t) # 0, d’ott (1)=(2). Puis clairement (2)=-(3). Enfin, si to € I vérifie W (to) # 0, 'isomorphisme
réciproque associé a tq transforme donc une base (les colonnes inversibles de W (¢g) coordonnées de vecteurs de F dans
la base B) en une base (un systéme fondamental de solutions de (E})) et donc (3)=(1).

- Proposition (22)

Soit F' un K-espace vectoriel normé de dimension finie n, B une base de F, I un intervalle réel et a € C(I,L(F)).
On note (Ep,) l’équation homogéne y'(t) = a(t)y(t) et (¢1,...,¢n) un systéme fondamental de solutions de

(Ep) sur 1.

(1) : Pour toute application f de I dans F, il existe une unique famille de fonctions (A1,...,\,) de I dans F
telle que f =11 Xidhs.

) : De plus, si f est continue (resp. @) sur I, alors Ay, ..., \, sont continues (resp. C') sur I.

Démonstration : Soit ¢ € I. Le vecteur f(t) appartient & F donc il existe une unique famille (\;(¢)) € K™ telle que
f(t) = D721 Xi(t)¢i(t). De plus, si on note F'(t) € M, 1 (K) (resp. U(t)) le vecteur colonne des coordonnées de f(t) dans
la base B (resp. dans la base (fi(t),..., fu(t))), alors U(t) = (W(t)) "1 F(t), puisque puisque W (t) est la matrice du
changement de bases de B vers (fi(t),..., fn(t)). Or (W)~! est de classe €' sur I, puisque (W)=t = %t((}om W)
et que W et W sont €' sur I et que W ne s’annule pas. Donc, puisque le produit matriciel est bilinéaire en dimension
finie, U est bien continue (resp. €1).



. Méthode de variation des constantes (23)

Soit F' un K-espace vectoriel normé de dimension finie n, B une base de F', I un intervalle réel et a € C(I, L(F)).
On note (E) Uéquation y'(t) = a(t)y(t) + b(t), (Ep) Uéquation homogéne associée et (¢1,...,dn) un systéme
fondamental de solutions de (Ey) sur I.

On peut légitimement chercher une solution ¢ = E?:l A@; d’apres ce qui précéde.

En dérivant, on obtient, pour toutt € I :

¢'(t) = Ssa XN(®)ei(t) + il M()di(t) = iy X)) + 3o Mi(B)(a(®))(4i(1)) = 2oisa Xi(0)¢a(t) +
(a(®)(4(t))-

Or ¢/(t) = (a(t))(6(t)) + b(t), done 377y Nighi = b.

Bilan : une solution particuliére ¢ de (E) sur I sera sous la forme ¢ = S"i" 1 Ni; telle que Y i1 Nip; = b.

Exercice 6 : Retour sur le premier exemple ————
Résoudre ’équation différentielle vectorielle avec second membre suivante :
{ 2y (t) = z1(t) + 2z2(t) + €1

xh(t) = 2w (t) + x2(t)

Principe de superposition des solutions (2/)

Sib =50 a;bi, avec pour tout i € [ 1, p], bi € €(I,F) et oy € K, alors Y7 | ci; est une solution de (E),
ot ¢; désigne une solution sur I de y'(t) + a(t)y(t) = bi(t), pour touti € [ 1, p].

Remarque (25)

Si Uéquation (E) n'est pas sous forme résolue, on commencera par la mettre sous forme résolue, on résoudra
cette nouvelle équation différentielle et on terminera par des raccordements de solutions comme dans le cas
numeérique, vu dans le premier paragraphe.

d) Systémes différentiels linéaires a coefficients constants
Equation linéaire vectorielle du premier ordre a coefficients constants

—{ Théoréme de Cauchy-Lipschitz d’une EDL1 vectorielle a coefficients constants (26) }7
Soit F' un K-espace vectoriel normé de dimension finie, I un intervalle réel et (a,b) € L(F) x €(I, F). On note
(E) Véquation y'(t) = ay(t) + b(t) et (Ep) l’équation homogéne associée. Alors :

(1) : Lunique solution sur R du probléme de Cauchy de (Ey) en (to,y0) € I X F est :

t = exp((t —to)a)(yo)-

(2) : L’unique solution sur I du probléme de Cauchy de (E) en (to,x0) € I X F est :

s exp((t — t0)a)yo) + | exp((t — u)a)(b(w) du

to

Démonstration :

e On commence par vérifier que le probléme de Cauchy y'(¢) = ay(t) avec y'(t9) = yo admet une unique solution. On
rappelle que si f(t) = exp(t-a), alors f est dérivable et f'(t) = aocexp(t-a). La démonstration faite dans le cas scalaire
s’adapte alors tout a fait au cas vectoriel et les formules obtenues sont similaires.

e Sinon, en admettant le théoréme de Cauchy-Lipschitz dans le cas général, il suffit de montrer que les applications
proposées conviennent : on note ¢ : t — exp((t — tg)a)(zo) et ¢ : t — ftfo exp((t —u)a)(b(u)) du. Soit t € I.

(i) On a : ¢/(t) = (aocexp((t —to)a))(zo) et d(to) = idp(z0) = zo.

(ii) On commence par remarquer que :

oo(t) = exp(ta) <ftt0 exp(—ua)(b(u))du) =B (exp(ta), ftz exp(—ua)(b(w)) du), ot B désigne 'application bilinéaire
LF)x F—=F; (f,x)— f(x).

De sorte que ¢, (t) = B (a o exp(ta), jtto exp(—ua)(b(u)) du) + B (exp(ta), exp(—ta)(b(t))) = a(po(t)) + b(t) et donc ¢g
est solution de (E) et vérifie aussi ¢g(tg) = 0.



Considérations matricielles

Systéme différentiel linéaire du premier ordre a coefficients constants

Définition (27) :

Soit A € M,,(K). On appelle systéme différentiel linéaire a coefficients constants toute équation du type X' = AX.
Si I est un intervalle de R, une solution sur I du systéme est une application X € CY(I, M, 1(K)) telle que,
pour tout t € I, X'(t) = AX ().

Définition (28)

Soit A € M,,(K), I un intervalle réel, to € I, Xo € M,,1(K) et X' = AX un systéme différentiel linéaire ad
coefficients constants. On appelle solution sur I au probleme de Cauchy en (to, Xg) toute solution ® sur I du
systéme qui vérifie (tg) = Xo.

—{ Théoréme de Cauchy-Lipschitz matriciel (29) }

Soit A € M, (K), I un intervalle réel, to € I, Xg € M, 1(K) et X' = AX un systéme différentiel linéaire
a coefficients constants. Il existe une unique solution sur I au probléme de Cauchy en (to, Xo) au systéme
différentiel, c’est t — exp((t — to)A)Xo.

Démonstration : Conséquence du paragraphe précédent. On peut aussi adapter la preuve du cas scalaire au
matriciel.

cas

Corollaire (30)

Soit A € M, (K), I un intervalle réel et X' = AX un systéme différentiel linéaire & coefficients constants.
L’ensemble des solutions sur I au systeme différentiel est un K-espace vectoriel de dimension n.

Démonstration : Déja vu.

Pratique des systémes différentiels linéaires a coefficients constants

Méthode vue dans le chapitre réduction : (31)

Pour résoudre un systéme différentiel linéaire a coefficients constants X' = AX, on peut chercher da calculer
exp(tA) en calculant les puissances de A a laide d’un polynome annulateur de A. On peut par ailleurs chercher
a réduire la matrice A. Deux cas sont alors possibles :

() : Si A est diagonalisable, il existe P € GL,(K) et D une matrice carrée diagonale telle que D = P~1AP.
En posant X = PY, on obtient le systéme Y' = DY, trés simple a résoudre. En effet, ce nouveau systéme
est constitué de n équations linéaires du premier ordre d coefficient constant du type y' = Ny, laquelle admet
vect(t — exp(\;t)) pour ensemble de solutions. On obtient ainsi ’espace vectoriel de dimension n des solutions
de Y’ = DY, puis on retrouve celui des solutions de X' = AX a l'aide de la formule X = PY .

(2 : Si A nest pas diagonalisable, on peut trigonaliser A dans M, (C). Ainsi, il existe P € GL,(K) et T une
matrice carrée triangulaire supérieure telle que T = P~ AP. En posant X = PY, on obtient le systéme Y’ = TY,
que l’on résout ligne apres ligne en partant de la derniere et en introduisant les résultats préalablement trouvés
au sein des équations qui sont alors des équations différentielles du premier ordre da coefficients constants avec
second membre.

Exercice 7 : Systeme différentiel a coefficients constants sans second membre
Résoudre le systéme différentiel suivant :

' = —4x + 6y — 3z
Yy =—-x+3y—=z
2 =4z — 4y + 32




- Exercice 8 : CCP 74

1 0 2

1. On considére la matrice A= 0 1 0
2 0 1

a. Justifier sans calcul que A est diagonalisable.

b. Déterminer les valeurs propres de A puis une base de vecteurs propres aSsociés.

' =x+22
2. On considére le systéeme différentiel { y =1y , T,Y,z désignant trois fonctions de la variable t,
Z=2rx+z

dérivables sur R.
En utilisant la question 1. et en le justifiant, résoudre ce systéme.

- Exercice 9 : CCP 75

On considére la matrice A = <_11 _34> .

1. Démontrer que A n’est pas diagonalisable.
2. On note f Uendomorphisme de R? canoniquement associé a A.
Trouver une base (vy,v) de R? dans laquelle la matrice de f est de la forme (g IC))

On donnera explicitement les valeurs de a, b et c.
' =—x—4y

3. En déduire la résolution du systéme différentiel { of = 5= 5

Exercice 10 : Systeme différentiel a coefficients constants avec second membre

Résoudre le systéme différentiel suivant :

' =5r+y—z+1—2t—6t2
y =2z + 4y — 22 — 2+ 2t — 62
Z=rx—y+3z—1+4¢

Remarque (32)

On peut ramener toute équation différentielle linéaire d’ordre n d coefficients constants du type x(™ =
an_12 Y 4o a1x’ + aox d la résolution du systéme différentiel X' = AX en posant :

2(n—=1) an—1 -+ @1 Qo
1 0 0
X = : et A=
v (0) 1 0
ou bien :
0 1 0 0
T
X = : et A=

J}(”_l) (0) 0 1
Ap—1 Ap—2 ay aop




IV — Equations linéaires scalaires d’ordre 2 a coefficients non constants

1) Structure de I’ensemble des solutions

Définition (33)

Soit I un intervalle réel et (a,b,c) € C(I,K)3. Une équation différentielle scalaire linéaire du second ordre sous
forme résolue est du type y" (t) = a(t)y’ (t) +b(t)y(t)+c(t). L’équation homogene scalaire associée a cette équation
esty" (t) = a(t)y' (t)+b(t)y(t). Résoudre une telle équation sur I consiste a chercher toutes les fonctions d valeurs
dans K au moins deux fois dérivables sur I qui vérifient I'équation.

Remarque (34)
0o 1 0 y(t) o
En posant A : tl—>< ),B : t»—>( ) eth( , on constate que l’équation y"(t) =
’ b(t) alt) e[t Y/ (1) 2 R )
a(t)y'(t) + b(t)y(t) + c(t) se rameéne a Uéquation X' = A(t)X + B(t). Les résultats sur les équations vectorielles
linéaires d’ordre 1 s’appliquent donc.

Définition (35)

Soit I un intervalle réel, to € I, (yo,y1) € K2 et (a,b,c) € €(I,K)3. On appelle solution sur I au probléme de
Cauchy en (tg,y0,y1) toute solution ¢ sur I de I’équation y"(t) = a(t)y’(t) + b(t)y(t) + c(t) qui vérifie p(to) = yo
et ¢/(t0) =Y1-

Théoréme de Cauchy-Lipschitz (36)

Soit I un intervalle réel, to € I, (yo,y1) € K? et (a,b,c) € C€(I,K)3. Il existe une unique solution sur I au
probléme de Cauchy en (to,yo,y1) a Uéquation y"(t) = a(t)y'(t) + b(t)y(t) + c(t).

T
o
laquelle existe et est unique d’apres le théoréeme de Cauchy-Lipschitz linéaire.

Démonstration : On note Xy = (

). On cherche alors une solution sur I au probléeme de Cauchy en (¢g, Xo),

Corollaire (37)

Soit I un intervalle réel et (a,b,c) € C(I,K)2. On note (E) léquation y(t)" = a(t)y'(t) + b(t)y(t) + c(t) et (Ep)
l’équation homogéne associée. Alors :

(1) : L’ensemble des solutions sur I de (Ep) est un plan vectoriel.

(2): L’ensemble des solutions sur I de (E) est un plan affine dirigé par l’ensemble des solutions sur I de (Ep).

Démonstration : On se ramene au paragraphe précédent et on étudie I'isomorphisme entre ’espace vectoriel des

solutions sur I de I’équation homogene et K2 donné par ¢ — (¢(to), ¢’ (to)).

Remarque (58)

Lorsqu’une équation différentielle linéaire du second ordre m’est pas sous forme résolue, on s’y raménera systé-
matiquement en se plagcant sur un intervalle ot la fonction en facteur de y"” ne s’annule pas.

2) Equation homogeéne et Wronskien d’une équation scalaire d’ordre 2

Définition (39)

Soit I un intervalle réel, (a,b) € €(I,K)?, I’équation homogéne y” (t) = a(t)y'(t) +b(t)y(t), notée (Ey) et (¢,1)
un couple de solutions de (Ey) sur I. On appelle Wronskien de (¢, ) Uapplication : W : t — :f’((tt)) :/JZ}'((?)

4{ Proposition (40) }

Avec les notations de la définition précédente, on a : W' = aW.




Définition (41)

Soit I un intervalle réel, (a,b) € C(I,K)? et I’équation homogéne vy (t) = a(t)y'(t) + b(t)y(t), notée (Ep). On
appelle systéme fondamental de solutions sur I toute base de l’espace vectoriel des solutions de (Ep,).

— Théoréme (42) |

Soit I un intervalle réel, (a,b) € €(I,K)?, I’équation homogene 3" (t) = a(t)y’'(t) +b(t)y(t), notée (E}) et (¢,v)
un couple de solutions de (Ep) sur I. On note W le Wronskien de (¢,1). Ces propositions sont équivalentes :
1) : (¢,1) est un systéme fondamental de solutions sur I de (Ey,),

(2) : il existe tg € I tel que W (tp) # 0,

(3): pour tout t € I, W(t) # 0.

Démonstration : On se raméne au paragraphe précédent.

3) Obtenir une solution de I’équation générale a ’aide de celles de ’équation homogéne
Méthode (43)

Soit I un intervalle réel et (a,b,c) € C(I,K)3. On note (E) équation y" (t) = a(t)y'(t) + b(t)y(t) + c(t) et (Ep)
léquation homogéne associée. Voici deux maniéres de trouver une solution “particuliére” da ’équation (E) :

(1): On suppose connue ¢ une solution sur I de (Ep) qui ne s’annule pas sur I. On pose alors y = ¢x, ety est
solution de (E) si et seulement si ¢(t)x” + (2¢'(t) — a(t)p(t))z’ = c(t), ce qui est une équation du premier ordre
en x'. Il faudra ensuite déterminer une primitive d’une solution en x’, puis y. Cette méthode, lorsque ¢ = 0,
donne une deuxiéme solution de (Ey), d partir d’une premiére.

(2) : Adaptation de la méthode de variation des constantes : on suppose connu un systeme fondamental
de solutions (¢,1) de (Ep) sur I. On cherche une solution “particuliére” sur I de (E) de la forme 0 = a¢p + S,
ot o et 3 sont des applications de classe C' sur I et en imposant, de plus, 0' = a¢’ + By'. Aprés quelques
manipulations, on constate que : o/’ + ' = 0 et o'¢’ + 'Y = ¢, ce qui permet d’obtenir (o, 8') puisque le
Wronskien de (¢,1) ne s’annule pas sur I. On obtient ensuite («, ) et donc 6.

— Exercice 11 : ED scalaire d’ordre 2 a coefficients non constants avec second membre (CCP 31)
Déterminer une primitive de x + cos*(x).
Résoudre sur R ’équation différenticelle y" + y = cos®(x)

Exercice 12 :
Pour les équations différentielles suivantes :

Chercher les solutions développables en séries entiéres

Résoudre complétement l’équation sur un intervalle bien choisi.

Résoudre ’équation sur R.

1) : xy” +2y —xy=0.

@ : z(z—1)y" +3zy +y =0.
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