SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

FE, F peuvent désigner des espaces vectoriels normés de dimensions finies, mais en pratique, on aura souvent affaire & £ = R

et F' =R ou C. Les fonctions étudiées sont définies sur une partie D de F et a valeurs dans F.

I — Modes de convergence d’une suite ou une série de fonctions

—| Définitions : (Z)I

Soient D C E non vide, (f,) une suite de fonctions de D dans F et f : D — F. On dit que la suite (f,) converge
vers la fonction f ..

(1) : _UNIFORMEMENT s’il existe une suite (e,) de limite nulle telle que Vx € D, ||fn(z) — f(2)|| < en;

(2) : uniformément sur tout compact si pour tout compact non vide K C D, la restriction de f, a K converge
uniformément vers la restriction de f a K. Lorsque D est un intervalle de R, on peut se limiter aux cas ot K
est un segment.

3) : localement uniformément si pour tout xg € D, il existe un voisinage relatif de xo, V. C D tel que la
restriction de f, a V converge uniformément vers la restriction de f a V ;

(4): SIMPLEMENT siVx € D, fn(z) = f(z);

—| Caractérisation de la convergence uniforme par la norme uniforme : (3) I

La suite (f,) converge uniformément vers la fonction f sur D si et seulement si a partir d’un certain rang,
chaque fonction f, — f est bornée sur D et || fn — fllcc — O.
n—oo

_| Définitions : (4)I

Soient D C E non vide, (f,) une suite de fonctions de D dans F et f : D — F. On dit que la série > fy
converge vers la fonction f ..

(1) : NORMALEMENT s’il y a convergence simple et s’il existe une suite (ay) réelle positive telle que Vax € D,
VneN, |ful@)| <an et an < +oo;

(2) : localement normalement, normalement sur tout compact si la propriété précédente est vraie au voisinage
relatif de tout point de D ou sur tout compact inclus dans D (la suite (a,) peut dépendre du voisinage ou du
compact considéré).

(3) : UNIFORMEMENT si la suite (Y ,_q fr) converge uniformément vers f ;

(4) : localement uniformément, uniformément sur tout compact si la suite (3 ;_o fx) converge de cette maniére
vers f ;

(5) : SIMPLEMENT siVz € D, Y fo(z) = f(z) ;

W)= B)= @)= () et ()= (2)= ({4)= ().
- Les convergences uniformes impliquent la convergence uniforme de méme type pour les suites de fonctions (fn)
et (OoRZng1 fr) vers la fonction nulle.



—{ Caractérisation de la convergence normale d’une série de fonctions : (6) }

La série Y f,, converge normalement si et seulement si chaque fonction f, est bornée et S, || fnlloo < +00.

Exemples : (7)

On rappelle les exemples de référence :
n

Soit fn(z) = 2™ et gn(z) = % Alors :

CS. | CUC|CU
La suite (fn)nen | non | non | non sur [—1,1]
La suite (fn)nen | oui | non | non sur] —1,1]
La suite (fn)nen | out oui | non sur | —1,1]
La suite (fn)nen | oui oui | oui | sur[—-1+e¢,1—¢]
La suite (gn)nen | oud oui out sur [—1,1]

C.S. |CUC|CU|CNC|CN
La série Y, fn | non | mon | non | non | non sur] —1,1]
La série >, fn | oui oui | mon | out | mon sur ] —1,1]
La série , fn | out oui | oui | oui | oui | sur[—-14¢,1—¢]
La série >, gn | non | mon | non | non | non sur [—1,1]
La série >, gn | oud oui | mon | non | non sur [—1,1]
La série >, gn | out ous ous oui out | sur [—1+¢,1—¢]
La série ., gn | out out | oui | mnon | mon | sur[—1,1—¢]

IT — Passage a la limite d’une suite de fonctions :

1) Propriétés préservées par passage a la limite (les choses qui marchent) :

—{ Cas d’une limite simple : (8) }

Toute inégalité large et toute égalité faisant intervenir un nombre FIXE (indépendant de n) de points est conservée
par limite simple. En particulier :

(1) : une limite simple de fonctions positives ou nulles est positive ou nulle.

(2) : une limite simple de fonctions croissantes est croissante.

(3) : une limite simple de fonctions convexes est convexe.

(4) : une limite simple de fonctions k-lipschitziennes est k-lipschitzienne (k constant).

(5) : une limite simple de fonctions linéaires est linéaire.

—{ Cas d’une limite uniforme : (9) }

(1) : Toutes les propriétés de limite simple (voir paragraphe précédent),

() : Une limite uniforme de fonctions bornées est bornée.

3) : Une limite uniforme de fonctions continues est continue.

(4) : Primitiver : si les fonctions f, : I (intervalle) — E sont continues sur I et convergent uniformément vers

b b az
la fonction f alors pour tous a,b € I on a/ fn— / f. De plus, pour a fizé, les fonctions F, ,, : x — / o
a n—oo a a
x

convergent uniformément sur tout compact vers la fonction F, : x > f-

a
(5) : Dériver : si les fonctions f, convergent simplement vers la fonction f et si leurs dérivées f] convergent
uniformément vers une fonction g alors f est dérivable et f' = g.




Remarques : (10)

(1) : Le résultat de passage a la limite sous le signe intégral sur tout compact NE PERMET PAS de passer a la
limite sous une intégrale généralisée, méme en cas de convergence uniforme sur I ; dans un tel cas utiliser le
THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE

2): La limite uniforme d’une suite de fonctions dérivable (et méme de classe C) n’est pas forcément dérivable.

Exercice 1 : Généralisation :
Soit k € N*. Supposons que les fonctions f, soient de classe C* et que :

(1) : pour tout p € [0,k — 1], la suite ( ﬁp))neN converge simplement ;

2) : la suite (f,gk))neN converge uniformément sur tout compact de I ;

Montrer alors que la limite simple f de la suite (fn)nen est de classe C* et pour tout p € [0,k] :

veel, fP(z)= lim fP(x).

n—-+o0o

2) Comportement asymptotique : théoréme de la double limite

—{ Théoréme de la double limite FINIE, cas continu : (11) }

Soient D C E non vide, (f,) une suite de fonctions D — F, f une fonction de D dans F et a € DU {400} tq :
(1): VneN, fn(m) — Ly ;

T—ra
2): $i (fn)nen converge uniformément au voisinage de a vers f, c’est a dire qu’il existe V', voisinage relatif de a
dans D tel que (fy,) converge uniformément vers f sur V.
Alors il existe ¢ € E tel que £, — £ et f(x) —> £ : c’est ¢ dire lim (lim f,(z)) = lim ( lim f,(z))(=¢).
n— oo T—ra

n—,oo r—a r—a nN—0o0

Remarque : (12)

Les théoremes de la double limite sont inapplicables si la limite double visée est infinie. Dans un tel cas, utiliser
par exemple le théoréme des gendarmes pour conclure (par exemple une minoration par une fonction ou une
suite tendant vers +00).

Exercice 2 : FExemple :

[e'e) N
1 1
En remarquant que ((z) = E - > E = montrer que ¢(z) 7 +00.
n=1 n=1 =

3) Les choses qui ne marchent pas :

Exercice 3 : La ou la convergence simple n’est pas suffisante :

(1) : Soit (fn)nen telle que fr(x) = z™. Quelle est la limite simple de f ¢ Cette fonction est-elle encore continue
sur [0,1] ¢

Autrement dit, limy,—, oo limy 1 frn () # limg—y1 limy, 4 oo fr(2).

(2): Déterminer une suite de fonctions (fn)nen continues sur [0,1] et f telles que f, CE- f et lim I 55

" [071]
/
[071]

Exercice 4 : La ou méme la convergence uniforme n’est pas suffisante :

1
(1) :  Montrer que la suite de fonctions (fn)nen définie par fn(x) = \/2%+ — converge uniformément vers
n

la fonction valeur absolue sur [0,1]. En déduire qu’une limite uniforme de fonctions de classe C*° n’est pas
forcément dérivable.
(2) : Pouvait-on s’y attendre en utilisant le théoréme de Stone et Weierstrass ¢




4) Adaptation des théoréme de passage a la limite au cas d’une série de fonctions

—{ Cas de la convergence simple : (13) }

Les mémes que pour la limite d’une suite de fonctions a l’exception du caractére lispchitzien.

—{ Cas de la convergence localement uniforme : (14) }

(1) : La somme d’une série localement uniformément convergente de fonctions continues est continue.
(2) : Dérivation terme a terme : si la série Y f, converge simplement vers la fonction f et si la série des
dérivées Y f;, converge localement uniformément vers une fonction g alors f est dérivable et f' =g=>", fr.

—{ Cas de la convergence uniforme sur tout compact : (15) }

(1) : La somme d’une série de fonctions continues convergeant uniformément uniformément sur tout compact
est continue.

(2) : St les fonctions f,, : I (intervalle) — E sont continues sur I et Y f, converge uniformément sur tout
b

b
compact vers la fonction f alors pour tous a,b € I on a Zn/ I = / f (deuziéme théoréme d’intégration
a

a

xr
terme a terme). De plus, pour a fizé, la série de fonctions x — Zn/ fn converge uniformément sur tout
a

xr
compact vers la fonction x — / f-
a

Remarque : (16)

Ce théoréme ne permet pas d’intégrer terme a terme sous une intégrale généralisée; dans un tel cas utiliser le
théoreme d’intégration terme a terme de BEPPO LEVI ou bien le théoréme de convergence dominée.

—{ Cas de la convergence uniforme : (17) }

Les mémes que pour la limite d’une suite de fonctions a l’exception du caractére lispchitzien.

—{ Cas de la convergence normale (localement normale, normale sur tout compact) : (18) }7

Les mémes que pour la convergence uniforme de méme type.

Exercice 5 :

o0
1)k
Pour z € 10, +00[, on pose f(z) = Z ( —|—)k' Montrer que f est de classe C* sur ]0,+00].
x
k=0
1 t:c—l
En regroupant les termes 2 a 2, justifier : f(x) = / Ty dt.
0
IIT — Fonction définie par une intégrale & parameétre

1) Position du probléme
Soient I,J deux intervalles de R non triviaux et f : I x J 3 (z,t) — f(z,t) € E. On pose pour x € I, sous réserve

d’existence : F(x) = [z, t)de.
teJ

Continuité partielle : (19)

On dit que f est continue (resp. continue par morceauz) par rapport a t si pour tout x € I, la fonction t — f(x,t)
est continue sur J (resp. continue par morceauz, le découpage en morceaux pouvant dépendre de x). On définit
de méme la continuité et la continuité par morceaux par rapport a x.




—{ Domination locale : (20) }

On dit que f est localement dominée en x si pour tout xo € I, il existe un voisinage relatif V. = [z — o, zo+a] NI
et une fonction ¢ : J — R continue par morceauz, intégrable sur J telle que : ¥V (x,t) € V x J, || f(x,t)] < o(t).

Remarque : (21)
b()
On ne traite pas ici les intégrales de la forme / f(z,t)dt. En présence d’une telle intégrale, effectuer un
a(z)
changement de variable ou une transformation simple permettant soit de revenir a des bornes constantes, soit

d’éliminer x de l’intégrande. Par exemple :

T 1
f(sc,t)dt:/ xf(z,uz) du.
0

0
2 2

/: ef(x—t)dt = — /OIIQ U f(u) du = —e® /Ozm e~ F(u) du.

2) Continuité, dérivation d’une fonction définie par une intégrale 4 paramétre.

—{ Théorémes de régularité (22) }

On reprend les notations qui précédent, et on suppose que pour tout x € I, F(x) = f(x,t)dt existe, c’est-d-
teJ

dire que f est continue par morceauz par rapport a t et que d x fixé, lintégrale f(z,t)dt est convergente.
teJ

€
(1) : continuité d’une intégrale a parameétre : si f est continue par rapport a x et localement dominée en x
alors F : x — F(x) est continue sur I.
0
(2) : dérivabilité d’une intégrale a parametre : si f admet une dérivée partielle —f définie sur I x J,

x
continue par morceaux par rapport a t, continue par rapport a x et localement dominée en x alors F' est de classe

Ct sur I et F'(x) :/ 8—f(x,t)dt
tes O

4{ Généralisation (25’)}

Soit pour tout © € I, F(x) = flz,t)dt. Si:
teJ .
0
(1): Yk €[0,n—1], f admet une dérivée partielle a—{ définie sur I x J, continue par morceaux par rapport a t
7t
et intégrable,
a"f

définie sur I x J, continue par morceaux par rapport a t, continue

() : et f admet une dérivée partielle

oxn
par rapport a x et localement dominée en x ,
a’ﬂ
Alors F est de classe C™ sur I et F™'(x) = —f(x,t) dt
tes 0"




IV — Exercices travaux dirigés

Exercice 6 : Convergences et intégrales

Soit la suite de fonctions (fr)n définies sur [0,1] par fn(x) = 2™(1 — x).

1. Montrer que la suite (f,) converge simplement vers la fonction nulle sur [0,1].

2. Montrer que f admet un mazimum en 7 et calculer ce mazimum.

La suite (f,) converge-t-elle uniformément sur [0,1] ¢
1
Calculer lim fn(t)dt.
0

n—-+4oo

So

[ T N

Reprendre les questions précédentes avec f(x) = /na™(1—1x), fo(x) = nz"(1—x), fu(z) = 22" (1 —x).

Exercice 7 : Convergence uniforme sur les compacts

On considére la suite de fonctions (fy) définies sur [0, +oo[ par f,(z) =In(1 + z/n) pour x € [0, +00].
1. Montrer que la suite (f,) converge simplement vers la fonction nulle sur RT.
. Montrer que la suite (f,) converge uniformément sur tout intervalle [0, A] avec A € RY.

2
3. La convergence est-elle uniforme sur [0, +oo[ ?
4

. Reprendre les questions avec f,(x) = In(1 + Z) puis fn(x) =

1 X
—— In(1+ 2).

1+ 1+

Exercice 8 :
T

1. Montrer que la suite (f,) converge simplement vers la fonction nulle sur R.

On considére la suite de fonctions (fy,) définies sur R par : f,(x) =

2. Montrer que |f,| admet un mazimum en %,/ ﬁ et calculer ce mazimum.

3. Montrer que la suite (f,) converge uniformément sur R.

“+oo
4. C’alculer/ fo(x)dz et vérifier que la limite est nulle.
0

5. On pose sp(x) = Z fn(x). Calculer s, (x).
k=0

6. Calculer 31:13% ngr—ir-loo Sp(x) et limy, oo limy 0 s, ().

7. Pour chacun des intervalles I suivants, la suite (s,) converge-t-elle uniformément sur I ¢
I=R;I=R3;I=[1/AA],I=[-1/A, A] pour A> 0.

Exercice 9 : Limite uniforme de polynéme sur R

Soit (Py,) une suite de fonctions polynomiales qui converge uniformément sur R vers une fonction f.

1. Montrer qu’il existe ng € N tel que pour tout n > ng, |P — Pp,| < 1.
2. En déduire que pour tout n = ng, P, = P,y — Py, (0) + P,(0).

3. En déduire que f est une fonction polynomiale.

Exercice 10 :
On considére la suite de fonctions (f,) définies sur R par f,(x) = ze~

1. Monter que la suite (f) converge uniformément vers la fonction nulle sur R.

2. Calculer f](z). Montrer que (f]) converge simplement sur R.

3. Montrer que (f]) ne converge pas uniformément sur R.




Exercice 11 :
=
Vn2 + 22

1. Montrer que la série Y u,(x) converge simplement sur R. On note s sa somme.

Soit la suite (uy)n= de fonctions définies sur R par u,(x) =

2. Montrer que la série > u, converge normalement sur | — co, —a[Ula, +00[ pour tout a > 0. En déduire
que s est continue sur R*.

3. Montrer que la série Y u, ne converge pas normalement sur R*.

4. Montrer que la série Y u, converge uniformément sur R. En déduire que s est continue sur R.

Exercice 12 : Théoréme de la double limite FINIE, cas discret :

Soient (an,) € EY et (e,) € RN telles que
W: VneN, a,p, — by
p—00

@: VpEN, anp — Ap;
n— oo
®3): V(n,p) € N2, |lan, — A\pll < en avec e, — 0.
n— oo

Alors (bn)nen €t (Ap)pen convergent et ont méme limite : nlingo(plilgo Unp) = pan;o(nILn;o Anp)-

Exercice 13 : Application : lemme de LEBESGUE et calcul de {(2) :
Soit f : [a,b] = E continue.

b
1. Lorsque f est C', a laide d’une intégration par parties, montrer que / f(t)sin(pt)dt — 0.
a

pP— o0

2. Soit f continue, et (P,) une suite de fonctions polynomiales telle que || Py, — f|lcc —> O.
n— 00
b
Posons a,p = / P, (t)sin(pt)dt et €, = (b — a)||Pn — f|loo-

b
Montrer que / f(t)sin(pt) dt — 0 en utilisant le théoréme d’interversion des limites.
o p—r00

in(pt
3. Justifier que Sn?(pt) = 2(cos((p — 1)t) + cos((p — 3)t) +...) puis en intégrant deuz fois par parties,
sin
t 3 L™ ot final t(2)—7T2
montrer que 7250, g ¢t finalemen ¢(2) = 5

k impair <n

1 1 1 —1)n~1
4. Avec la méme fonction f et p = 2n vérifier qu’on obtient alors : — — = + - — -+ + L T
1 3 5 2n —1 n—oo 4

V — Exercices travaux dirigés - Intégrales a parameétre

Exercice 14 :

eft

“+o0
0 F(z) =
n pose F(x) /0 T+t

1. Montrer que F(x) est bien définie pour tout x > 0.

dt

2. Montrer que F est de classe C* sur [0; 400].
3. Calculer F™(0) pour tout n € N.

Exercice 15 :

+oo —xt

e

Soit F': x — / 152 dt Montrer que F' est solution sur R% de limite nulle en 400 de I’équation différenticlle
0

y//+y:7
x




Exercice 16 :
1 s

Soit f:x— f/ cos(z sin 9) df
T Jo

Montrer que f est définie et de classe C? sur R.

Déterminer une équation différentielle linéaire d’ordre 2 dont f est solution.

Pour les 5/2 : Montrer que f est développable en série entiére sur R.

™o~

Ezxploiter I’équation différentielle précédente pour former ce développement.

Exercice 17 :

On considére la fonction g: © € |—1;+oo[ — / ﬁt” dt
n

1. Montrer que la fonction g est bien définie.
2. Justifier que la fonction est de classe C' et exprimer g'(x).

3. En déduire une expression de g(x) d l'aide des fonctions usuelles.

Exercice 18 :

sin a:t)

Soit F': m'—>/ e~ tdt

1. Justifier que F est définie et de classe C* sur R.
2. Calculer F'(z).

3. En déduire une expression simplifiée de F(x).

Exercice 19 :
+oo e~ _e—2t
On pose F(x) = / — cos(xt) dt
0
1. Quel est le domaine de définition réel I de la fonction F ?

2. Justifier que la fonction F est de classe C* sur I.

3. Exprimer F(x) d laide des fonctions usuelles.

Exercice 20 :

+oo
dt
Pourn € N* et x > 0, on pose In(m):/ e

Justifier Uexistence de I,(x).
Calculer I ().

Justifier que I,,(x) est de classe C' et exprimer I (x).

™~

Ezxprimer I, (x).

Exercice 21 :
+ oo

1. Démontrer que la fonction T' donnée par T'(xz) = / t*te~t dt est définie et continue sur]0;-+ool.
0

2. Démontrer que la fonction T' est de classe C? sur ]0;+oo].

8. En exploitant 'inégalité de Cauchy Schwarz, établir que la fonction x — InT'(x) est convexe.

Exercice 22 :

+oo
1. Donner le domaine de définition de la fonction I': x — / t* et dt
n T
2. Caleuler Uintégrale I,(x) = / 1 (1 — 7) dt
O n

T
3. FExpliquer rapidement pourquoi (1 — %) converge wvers e ' et montrer que T'(z)

. n®n!
lim
notoo z(z+1)...(x +n)

Exercice 23 :
, U g o\
Etablir que pour tout x > 0 / et dt = Z —

0 n=0




Exercice 24 :

+o0 et

0o Vtl+1t)

L’objectif de ce sujet est de calculer I = O+°O % dt Pour x > 0, on pose F(z) =

Justifier que la fonction F' est bien définie
Déterminer une équation linéaire d’ordre 1 dont F est solution sur ]0;+00].
Calculer F(0) et la limite de F' en +oo.

En déduire la valeur de I.

™ N

Exercice 25 :
+o00
1-— t
On pose, pour x > 0, F(x) = / efm% dt
0
1. Montrer que F est continue sur [0;4o00| et tend vers 0 en +oo.
2. Montrer que F est deux fois dérivable sur ]0;+oo] et calculer F'(x).

+oo :
t
3. En déduire la valeur de F(0) puis la valeur de l’intégrale convergente / % dt
0

VI — Exercices banque CCP

Soit A C C et (fn), ey une suite de fonctions de A dans C.

1. Démontrer l'tmplication :

(la série de fonctions E fn converge uniformément sur A)

4

(la suite de fonctions (fn),cy converge uniformément vers 0 sur A)

2. On pose :Yn €N,V € [0,+00[, fu(z) = nz2eovr,
Prouver que Z fn converge simplement sur [0, 4o0].

Z fn converge-t-elle uniformément sur [0, 4o0[ ¢ Justifier.

Exercice 27 : CCP Analyse 8
Soit (un), ey une suite décroissante positive de limite nulle.

1. a. Démontrer que la série Z (—1)k uy est convergente.

n
k

Indication : on pourra considérer (San),cy €t (S2ni1),ey avee Sy = Z (—=1)" uy,.
k=0
b. Donner une majoration de la valeur absolue du reste de la série Z (—1)k Uk -
PR . - . (=)"e™™
2. a. Ftudier la convergence simple sur R de la série de fonctions Z -
n>1

n

b. Etudier la convergence uniforme sur [0, +00[ de la série de fonctions Z (_7
n>1

Exercice 26 : CCP Analyse 17 ———




Exercice 28 : CCP Analyse 9
1. Soit (f,) une suite de fonctions de [a,b] dans R.

On suppose que la suite de fonctions (f,) converge uniformément sur [a,b] vers une fonction f, et que,
pour tout n € N, f, est continue en xq, avec g € [a,b].

Démontrer que f est continue en xg.
2. On pose :Vn e N* Ve [0,1], gn(z) = z™.
La suite de fonctions (gn)nen= converge-t-elle uniformément sur [0,1] ¢

Exercice 29 : CCP Analyse 11
1. Soit X un ensemble, (gn),cy une suite de fonctions de X dans C et g une fonction de X dans C.
Donner la définition de la convergence uniforme sur X de la suite de fonctions (g,) vers la fonction g.
2
2. On pose fn(x) = Zile_""2 cos(y/nx).

Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (fn)

neN-
La suite de fonctions (fn),cy converge-t-elle uniformément sur [0, 4-o0[ ?

Soit a > 0. La suite de fonctions (fyn), ey converge-t-elle uniformément sur [a,+oo ¢

& 0o &8

La suite de fonctions (fyn), ey converge-t-elle uniformément sur |0, 4-o0[ #

Exercice 30 : CCP Analyse 13

1. Soit (g,) une suite de fonctions de X dans C, X désignant un ensemble non vide quelconque.
On suppose que, pour tout n € N, g, est bornée et que la suite (g,) converge uniformément sur X vers g.
Démontrer que la fonction g est bornée.

2. Pour tout entier naturel n mon nul, on considere la fonction f, définie sur R par :

ndr s x| <
%

3= 3=

st x| >

Prouver que la suite de fonctions (fn)nen+ converge simplement sur R.
La convergence est-elle uniforme sur R ¢

Exercice 31 : CCP Analyse 12

ne® +xe
0] o (2) = (22 + 1) —————.
n pose fn (z) = (2% +1) .

1. Démontrer que la suite de fonctions (fn),cy converge uniformément sur [0, 1].

1
x —XT
2. Calculer lim (acz + 1) md@‘.
n— 400 n+x
0

Exercice 32 : CCP Analyse 14 ————

1. Soit X wune partie de R, (fn),cy une suite de fonctions de X dans R convergeant simplement vers une
fonction f.
On suppose qu’il existe une suite (), d’éléments de X telle que la suite (fr(Tn) — f(Tn)),cn ne
tende pas vers Q.

Démontrer que la suite de fonctions (fn),cyn ne converge pas uniformément vers f sur X.
sin (nx)
2. Pour tout x € R, on pose )= —->-=.
pose fn(@) 1+ n2z2
a. Btudier la convergence simple de la suite (f),,cy-

b. Etudier la convergence uniforme de la suite (fn)nen sur [a,+oo[ (avec a > 0), puis sur ]0,+ool.
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Exercice 33 : CCP Analyse 10 ———
1. Soit a et b deux réels donnés avec a < b.

Soit (fn),cn une suite de fonctions continues sur [a,b], a valeurs réelles.

Démontrer que si la suite (fn),cy converge uniformément sur [a,b] wvers f, alors la suite

b b
(/ fn (x) da:) converge vers / f(z) de.
@ neN @

2. Justifier comment ce résultat peut étre utilisé dans le cas des séries de fonctions.

% +oo +oo 1
3. Démontrer que/ " | de = — .
e ( 0 ) 712::1 2

n=

Exercice 34 : CCP Analyse 16 ———
On considere la série de fonctions de terme général u,, définie par :

Vn € N*, vz € [0, 1], un(x):m(H%)_%

—+oo
On pose, lorsque la série converge, S(x) = Z [ In (1 + E) — f]
— n n
1. Démontrer que S est dérivable sur [0,1].
2. Calculer S'(1).
Exercice 35 : CCP Analyse 27 ————
— i
o * _ € _
Pour tout entier n € N*, on pose f, (z) = T2 et u, = /0 fn (z)dz.

Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (fn),cx- sur [0,1].
Soit a €10,1[. La suite de fonctions (fp), ey~ converge-t-elle uniformément sur [a, 1] 7

La suite de fonctions (fn), ey~ converge-t-elle uniformément sur [0, 1] 2

™o~

Trouver la limite de la suite (uUn), cy- -

Exercice 36 : CCP Analyse 25

1. Démontrer que, pour tout entier n, la fonction t — est intégrable sur [0, +ool.

1+ ¢2 + tre=t
too dt
2. On pose uy, :/ —5 - Calculer lim u,,.
0 1+t2+tret n—+o0
Exercice 37 : CCP Analyse 26
—+oo
1
Pour tout n > 1, on pose I, = ———dt.
b /0 (1+2)

1. Justifier que I,, est bien définie.

2. Etudier la monotonie de la suite (In)pen- €t déterminer sa limite.

3. La série Z(—l)"ln est-elle convergente ?
n>1
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