INTEGRALES GENERALISEES

Une intégrale généralisée (ou intégrale impropre) désigne une extension de l'intégrale usuelle, définie par un passage d la
limite dans d’une des bornes de l'intégrale.

—+o0 1 at
En pratique, on souhaite par exemple donner un sens a / exp(—t) dt et / —.
0

—0

I — Convergence d’une intégrale généralisée.

—| Définition : intégrales généralisées (1) I

FE désigne un espace vectoriel normé de dimension finie.

(1) : Soient a € R, b € Ja,+o0] et f : [a,b]— E continue par morceaux. L’intégrale f est dite généralisée
[ab
en b~. Elle converge si l’intégrale partielle x — f admet une limite finie lorsque x — b~ .
[a,x]
Dans ce cas, on pose f= lim ( ).
[abl =707 Jaa)
(2): Soient b € R, a € [—00,b| et f :]a,b] = E continue par morceauz. L’intégrale f est dite généralisée
la,b]
en a’. Elle converge si l’intégrale partielle x f admet une limite finie lorsque x — at.
EX]
Dans ce cas, on pose/ f= lim ( ).
Japl  ==et )

(3): Soient a € RU {—o0}, b € Ja,+o0] et f :]a,b[— E continue par morceauz. L’intégrale / f est dite

Ja,b[
généralisée en a™ et en b~. Elle converge s’il existe ¢ € |a,b| tel que les intégrales généralisées fet f
la,c] [e,b]
sont convergentes.
Dans ce cas, on pose = / f+ f- Cette définition est indépendante du point ¢ choisi.
Ja.b[ Jasc] [eb]

- Par définition, une intégrale impropre est une limite. Pour la manipuler, il faut d’abord en justifier lezistence.
- Pour ne pas oublier cette étape indispensable, on propose d’indiquer le signe — at ou — b~ d l'une des bornes
de lintégrale.

© (1) : les intégrales généralisées en un point intérieur sont normalement hors programme, mais on justifiera que -
© f est continue par morceaux sur (a,b).
- (2 : Lorsque f est a valeurs réelles positives et qu’une intégrale généralisée de f est divergente, on convient que

sa valeur est +00. :



Exemples : (4)

—+o00 1 — 400 1 —+o00 —+o00 —1
dt dt ot / / dt / t / dt
— — *rdt In(t) dt — dt .
\/1 ta, / ta) t/o (& } n( ) b 1+t27 1+t2 ) | 17t2
—0 —0 ——00 ——00 ——1

Reste d’une intégrale convergente (5)

—b —b
) : Sif est C%y,([a, b, E) et /f est convergente, alors Ve € [a, b, /f est convergente.
a (c)
—b

(2): On peut alors poser R(x) = /f pour x € [a,b] et ce reste d’intégrale convergente vérifie lim,_,, R(x) = 0.
x

—{ Intégrales faussement impropres : (6) }

(1): Si f est continue par morceaux sur le segment [a, b] alors f, / f et f sont convergentes et ont
]a,b] [a,b] la,b[

pour valeur f-
[a,b]

) : Sia est fini, [ est continue sur]a,b] et admet une limite finie en a™ alors / [ est convergente (réciproque
la,b]
fausse).

—{ Seule limite éventuelle possible pour ’intégrande en +oo :  (7) }

—>+00

1 : Si f(x) z_>—+>oo€ et f converge, alors £ = 0.
¢ — 400

(2) : Attention : Il se peut que / f converge sans que f ait une limite en +oo.
a

Linéarité (8)

(1): si f et g sont continues par morceauz sur I et A € K, si les intégrales f[ f et fl g sont convergentes, alors

fl(f T )\g) est convergente et
+ag)= [ F+A g
/I(f 9) /1 d /1 g

(2) . L’ensemble des fonctions dont l’intégrale converge est donc un sous-espace vectoriel de C%,,(I, E) et la
fonction somme est une forme linéaire.

—{ Attention (9) }

Comme pour les séries, avant d’écrire /(f +9) = /f —I—/g, on justifiera l'existence d’au moins deux des trois
I I I

intégrales généralisées.

Calcul coordonnée par coordonnée (10)

(1) : Lorsque E est un espace de dimension finie muni d’une base (3, l’intégrale peut se calculer coordonnée par
coordonnée.

2): En particulier, si f : I — C, /f existe < /Re(f) et/[m(f) existent et alors/f = /Re(f)+i/[m(f).
I g I I I I

- Exercice 1 : Calcul

—+00 —+00
Natures et calculs de / cos(t) exp(—t)dt et / sin(t) exp(—t)dt.
0 0




Propriétés (11)

(1): Lorsque E=R : siVx €I, f(z) >0, alors/f 0 (positivité).

2 : Lorsque E=R : siVa €I, f(z) < g(x), alors /f /g (croissance).

3): Soit f: I — R est continue, positive et intégrable sur I. Si /f =0, alors f =0.
I

Théoréme fondamental de ’analyse (12)

—+o0

(1) : Si f est continue sur I, la fonction F :  — / f(®)dt est dérivable sur I et F'(x) = —f(z).

x

Usage d’une primitive, crochet généralisé (13)

—b

Pour justifier l'existence tout en calculant /f, on peut :

(1) : calculer l'intégrale partielle / f(t)dt puis faire tendre x vers b~ .

—b
o

(2) : ou bien utiliser une primitive F de f et exploiter sous réserve d’existence /f = [F], .

Exemple : (14)

Le calcul direct par primitive est parfois plus rapide, mais peut présenter plus de risques :
— 400
dt
Pour le calcul de / —_—
1 t(t + 1)

(1) : en utilisant les intégrales partielles, on peut séparer les intégrales et écrire

5=/ [ o

+oo
=1In2.

En passant a la limite, on trouve In 2.

—>+0o0 —+oo
. Ny N dt 1 1 t
(2): en utilisant les primitives, on est obligé d’écrire = = dt =
L HE+1) LNt t—1 t+11
1l serait lourdement sanctionné de séparer l’intégrale convergente en somme de deux intégrales divergentes!

Techniques de calcul intégral : (15)

(1) : Intégration par parties : l’existence de limites finies du produit fg aux bornes de l’intervalle assure que

les intégrales de fg' et f'g sont de méme nature et alors / fqd =[f9l’ —/ f'g
a a

—+00
Ezxemple : / t"e~tdt = nl.
0

@) : Changement de variable C! bijectif : si ¢ est croissante bijective de |a, B[ dans |a,b] de classe C*, les

intégrales / ft)dt = / flo (u)du sont de méme nature et égales en cas de convergence.
—>+0o0
Exemple : / ——— = In(vV2+1) en posant u = /1 + 2.
1 -1+ 22 (V2+1)




Exercice 2 : IPP généralisée ?

1
Int
On souhaite calculer/ LI
(1+1¢)2
—0 1
(1) : Peut-on procéder d une IPP généralisée en posant u'(t) = a+oe etv(t) =Int?
(2) : 1ére méthode : passer par une IPP dans les intégrales partielles.

(3): 2éme méthode : poser u(t) = T et faire une IPP généralisée.

Exercice 3 : Changement de variables généralisé

—>+00

Calculer /Mdt
Vi

—0

IT — Intégrabilité sur un intervalle (souvent non compact).

Dans la suite, 'intervalle I n’a pas obligation d’étre compact. Il peut étre ouvert, semi-ouvert ou non borné.

Théoréme de convergence absolue : (16)

: Si / I 7]l est convergente alors /f Uest et on a || /fH < / | fll (inégalité triangulaire).
I 7

I
(2) : Définition : lorsque c’est le cas, on dit que f est intégrable sur I.
On dit indifféremment que “f est intégrable” ou bien que “l’intégrale fI f converge absolument’.
3): Notation : on note L'(I, E) I’espace vectoriel des fonctions intégrables sur I a valeurs dans E.

Attention (17)

Le produit de deuzr fonctions intégrables sur I n’a aucune raison d’étre intégrable sur I. Contre exemple :

f:t— —= est intégrable sur )0, 1], mais f? ne l’est pas.

Vit

Exercice 4 :

(|f1> 4 |g|?). En déduire que si f* et g* sont intégrables, alors fg Uest aussi.

N |

Justifier que |fg| <

—{ Théorémes de comparaison & une autre intégrale (18) }

Principe général : l'intégrale d’une fonction réelle positive converge si et seulement si les intégrales partielles
sont magjorées. Dans ce cas, la valeur de l’intégrale est la borne supérieure des intégrales partielles.

(1): Si0< f<galors0< /f < /g (inégalité dans [0, +00]).
I I

(2): Si f est une fonction vectorielle et g une fonction réelle positive telle que /g est convergente
I

et f(z) = O(g(x)) au voisinage de la borne de généralisation alors / [ f]] converge.
I

3): Si f et g sont réelles positives et f(z) ~ g(x) au voisinage de la borne de généralisation alors /f et /g
I I

ont méme nature (usage systématiquement refusé s’il n’y a pas la vérification du signe).




Applications : critéres de Riemann a distance finie ou infinie (19)

(1) : Distance finie : si a est fini et f(t) ~ (t—#a)o‘ avec X\ # 0 alors f converge <—=a < 1.
Ja,b]
(2) : Distance finie : si b est fini et f(t) ~ ﬁ avec XA # 0 alors / f converge <= a < 1.
[a,b]
3): Distance infinie : si f(t) ~ Ta avec X # 0 alors / f converge <= > 1.
[a,+o0]

Application : fonction Gamma d’Euler : (20)
—+o00

1) : / t*tetdt converge <= a > 0 (fonction I' d’EULER, I'(a+ 1) = al'(a)).

—0

Exercice 5 : Convergence

—>+00
sint
Montrer que / — dt converge (on pourra faire une IPP)

—0

Exercice 6 : Intégrabilités

—+o0

t Int
(1) : Nature des intégrales / 1dt / o lntdt / Ldt
exp(t) —

—0
(2) : Pm"fozs il est préférable de fazre une tmnslatzon sur la vamable pour déterminer un équivalent. Nature des

—+o00
tégral / / _—
intégrales
g V1=t

—{ Théoréme d’intégration des relations de comparaison (21) }

Soient f : [a,b]— E et g : [a,b[— R" continues par morceaus.
On suppose f(z) = O(g(x)) (resp. f(x) = o(g(x)), f(x) ~ g(x)) pour x — b~

(1) : Cas convergent : si g converge alors f converge aussi et = O(/ g) (resp. o, ~).
[a,b] [a,b] [z,b] [z,b]

(2): Cas divergent : si/ g diverge alors f= O(/ g) (resp. o, ~).
la,b] la,z] la,z]

Exemple : (22)

—+ —
7 (1-t)z Ve

—t
/ ——dt=e¢" / ert:(QIPP):%—ﬁ—FO(x%),
1 T

Exercice 7 : Transformation d’une intégrale en série par découpage

Soit f : [a,b[— E et (a,) une suite strictement croissante telle que ag = a et a, — b™.

n—oo
“+oo
(1) : Montrer que sz'/ f converge alors la série > f converge aussi et i= Z/ f.
[an,any1] [a,b] k=0 " lar,ar+1]
(2) : Montrer que si [ est d valeurs réelles positives alors / e Z/ f (égalité dans [0, +00]).
k=0 [ak,ak+1]
——+00

(3) : / |sm | dt diverge.
0 t




III — Travaux dirigés

Exercice 8 : Etude de la nature d’une intégrale

Etudier la nature des intégrales suivantes :

[ eV a [ (e (142) ) as [ md

— 00

—+oo _: —+o0o
sin(2z) — In(1 + z) / Inz +o0 1
dx —dx d b) € R?
Lgl 25/3 —>_(>)+Oc 22+ 1 /2 xa(lnx)b x (a, ) S
_ dx / g dx oo sina:d (a>0)
o1 (T4 22)V1 — 22 =0 @ = a o TAa

(attention au voisinage de 1)

Exercice 9 : Intégrales de Fresnel

+oo
(1) : Montrer que l’intégrale / i?* dx est convergente a l'aide d’un changement de variables puis d’une IPP.
0

Est-elle absolument convergente ?

+oo +o00
(2): En déduire que les intégrales / sin(z?)dz et / cos(x?)dx sont convergentes.
0 0

Exercice 10 : Intégrales de Wallis

“+o0
1) : Calculer ——dx en trouwvant une relation de récurrence entre I,, et I,,41.
(1) /0 (.732 + 1)n n n+1

w/2
(2): En posant t = tanx, montrer que I,, = / (cos?(z))" dx
0

Exercice 11 : ((2)

Int
(1) : Montrer que f :t — - 1 est intégrable sur]0,1].
t"tlint
=—) t*Int .
Z =

(2) : Justifier que

t"+11 t
(3) : Montrer que lim,,_, / tiildt =0.
0 _

1
(4) : En déduire la convergence de la série de terme général f/ t* Intdt puis en faisant une intégration par
0

Lnt
t—1

1
parties de —/ t* Intdt, montrer que / dt = ¢(2).
€ 0

Exercice 12 : In2

2
1 T xr
(1) : En écrivant pour x €]0,1] que/ —dt / mdt /0 mn tdt montrer que/o ﬁdt /m mdt

2): Pour x €]0,1] et t € [x?,z], justifier que

< —
tl lnt tlnt
1y 1
(3) : Montrer alors que / ——dt =1n2
o Int

Exercice 13 : Comparaison a 1/x

Soit f définie, continue, positive, décroissante sur [1,4o00[ et intégrable sur [1,+o0l.
Montrer que xf(x) tend vers 0 lorsque x tend vers +oo.




PASSAGE A LA LIMITE SOUS L'INTEGRALE

On souhaite établir des conditions suffisantes permettant d’écrire :

/In}bnf,,:hgl/lfnoubien /Ian=Z/Ifn

Nous discuterons de plusieurs cas selon que :

> Dintégrale se fait sur un segment ou sur un intervalle non compact,
> on a affaire a une suite de fonctions (f,,)nen ou bien une série de fonctions Y~ fp,
> les différents modes de convergence de la suite/série de fonctions (convergence simple ou convergence uniforme).

Un exemple qui marche :

" gk 1
> pour fp(z ,;: R Alors fa(t)dt = E / A dt = (k—i— ol WS € /[0’1] exp(t) dt

(0,1]

Deux exemples qui ne marchent pas :

> pour fp(z Z —. Alors ( / fn(t) dt) n’admet pas de limite tandis que / exp(t)dt = 1...
]—00,0] neN ]—00,0]
> Deux phenomenes de bosses glissantes :

A distance infinie f,(z) = 1 L [n,2n)(2) et & distance finie g, (v) = n - Lj1/pn,2/n) (7).
n

I — Définitions et exemples

—| Définitions des différents modes de convergence d’une suite de fonctions : (1) I

Soient D C R non vide, (fn)nen une suite de fonctions de D dans R et f : D — R.
On dit que la suite de fonctions (fn)nen converge vers la fonction f ..
(1) : SIMPLEMENT si Vx € D, f,(x) e f(z);

(2) : UNIFORMEMENT 87 @ partir d’un certam rang, chaque f, — f est bornée sur D et liI_ir_l I fn = flloo = 0.
n—r—+00o

Exemples élémentaires : (2)

La suite de fonctions (fn)nen 0U fr, : @ € R — — converge simplement vers la fonction nulle, mais la convergence
n

n’est pas uniforme.
n

1+a2m

La suite de fonctions (fn)nen 04 fn : x € [0, +00[— converge simplement vers la fonction

0 stz €0,1]
frx—<Q 1/2 six=1 , mais la convergence n’est pas uniforme.
1 st x €)1, +oo|
En particulier, une limite simple de fonctions continues peut ne pas étre continue.
De méme, une limite simple de fonctions continues par morceaux peut ne pas étre continue par morceaut.
Si on fize x et € > 0, il existe un rang dépendant de x et de ¢ tel que |f,(z) — f(z)] < . On peut écrire
Yz € [0,+00[,Ve > 0,3N, € N:...” Ce choiz de N n’est donc pas uniforme en x !



—{ Définitions : (3)‘I

Sotent D C R non vide, (fn)nen une suite de fonctions de D dans R et f : D — R.

On dit que la série ., fn converge vers la fonction f ..

(1) : SIMPLEMENT siVx € D, Y, fo(x) = f(z);

(2) : UNIFORMEMENT si la suite de fonctions (Y ;_q fx) converge uniformément vers f ;

(3) : NORMALEMENT s’il y a convergence simple et s’il existe une suite (a,)nen réelle positive telle que :

VneN,|fulloo < an et Zan < 400
n

Exemple élémentaire : ()

k
x
Posons fn(x) = exp(—x)- h La série de fonctions ., fn converge simplement sur Ry vers la fonction constante

égale a 1. Cette convergence n’est pas uniforme, ni normale.

Exercice 1 : Convergence uniforme implique convergence simple

(1) : Montrer que si (fn)nen converge vers f uniformément sur D, alors (fn)nen converge simplement vers f.
(2) : Montrer que siy_ f, converge vers f uniformément sur D, alors > f, converge simplement vers f.

(3): Montrer que siy_ f, converge normalement vers f, alors > f, converge uniformément vers f.

Exemples a connaitre : (5)

Soit fn(z) = 2", gn(z) =
(1) : La suite de fonctions (fn)nen -

"
n

converge simplement sur | — 1,1]
converge uniformément sur tout segment [-1+e,1 —¢] ot 0 < e < 1.

ne converge pas uniformément sur | — 1,1]
(2): La série de fonctions Y fi, :

converge simplement sur | —1,1]
converge normalement donc uniformément sur tout segment [-1+¢e,1 —¢] ou 0 < e < 1.

ne converge pas uniformément sur | — 1,1]
3) : La suite de fonctions (gn)nen -

converge uniformément donc simplement sur [—1,1]
(4) : La série de fonctions > gn :

converge simplement sur [—1,1]
converge uniformément sur tout segment [—-1,1 —¢] o 0 < e < 1.
ne converge pas uniformément sur [—1,1]

converge normalement sur tout segment [—1+¢e,1 —¢] ou 0 < e < 1.

ne converge pas normalement sur | — 1,1[ (en pratique, lorsque la convergence est uniforme mais non
normale, on est souvent dans le cas d’une série alternée : on majore alors la valeur absolue du reste par
|lgn+1lloo)-




IT — Intégration terme a terme

—{ Intégration terme a terme de convergence uniforme (6) }
(1) : Soit (fn)nen une suite de fonctions continues du segment [a,b] dans R et f : I — R telle que
hT [|fn = flloo = 0 (convergence uniforme sur le segment [a,b]). Alors :
—

f= lim I
»/[a,b] n—+4oo [a,b]

(2) : Soit (gn)nen une suite de fonctions continues du segment [a,b] dans R et g : I — R telle que

n
I ng — glloo = 0 (convergence uniforme de la série Y g,, sur le segment [a,b]). Alors
k=0

+oo
5
/[a,b] kZ:O [a,b]

lim
n—-+oo

Lemme de Beppo LEVI  (7)
Intégration terme a terme fonctions positives continues par morceaux sur un intervalle
Soit (gn)nen une suite de fonctions de I dans R continues par morceaux positives et g : I — R continue par

o0
morceaux positive telle que Vx € I, g(x) = Z gk (x) (convergence simple). Alors :
n=0

[1-5 [

k=0

(égalité dans [0, +o00] ).
Admis

—{ Théoréme d’intégration terme a terme de BEPPO LEVI (cas vectoriel) : (8) }

Soit (g,) une suite de fonctions de I dans E continues par morceauz et g : I — E continue par morceaux telle
o0
que pour tout x € I : g(x) = ng(x) (convergence simple).
k=0

- oo o0
Si lune des conditions suivantes est réalisée : Z/ gl < 400 ou /Z llgrll < 400 alors g est intégrable
k=0"1 k=0

oo
sur I et on a /||g|| <Z/Hgk\| et
1 k=0"1T
o0
g = /gk
=2,

Admis

oo

—+00 &3 —+o00 o 1

—_ 1 —_ —t = € = —_— = .

/ In(l—e f)dt=>" / —dt Zn2 ¢(2)
0 n

1) :
=]

—0
—+o0 — 400
—t — n+1 e ™ — (=)t 1
2) In(l+e ")dt = Z (-1) - dt = Z —E n(2) = 5@(2)-
—0 =10 n=1




Contre-exemple avec Z;L.O:o/ | frull = +o00 = (10)
I

fn(x) = (—1)" sin(z) 1 pn, (n42)] (Z)-

III — Convergence dominée

—{ Théoréme de convergence dominée : cas réel positif : (11) }

Soit (f,) une suite de fonctions de I dans R continues par morceauz et ¢ : I — R continue par morceauz telles
que :
(i) Yzel, fo(zr) — 0;
n— oo
(ii) VYaxel,VneN, 0< f(z) < pz);

), /I<p < +o0.

Alors /fn — 0.
I n—oo

Admis

—{ Théoréme de convergence dominée : cas vectoriel : (12) }

Soit (f,) une suite de fonctions de I dans E continues par morceauz, f : I — E continue par morceauz et
@ : I = R continue par morceaux telles que :

(i) Vxzel, fn(:v)n:;f(x) o
(i) Vzel,VneN, ||fo(@)] <elz);

(iii) [ o < +oo.
I

Alors les fp, et f sont intégrables et on a /fn — | f.
I

n—o0 I

Admis

Exemple et contre exemple : (13)

—+00
Calcul de /e_tln(t)dt

—0
Soient f(t) = e "In(t) et fo(t) = (1 — £)"In(t)1jn(t). On a |ful < |f], |f| est intégrable sur ]0,4oc0| et
f=1lmf,. Donc/ f= lim (1- E)"ln(t) dt = lim I,,.
n n— 00

10,4-00] n=o0 Ji=0

1
I = n/ (1 —w)" In(nu) du
u=0

= n (1= (1= ™) In(man)fg — / L+ (1 =)+ + (1= w)") du)
u=0

= nil(ln(n)_l_l ..... L)
— —7.
n—oo
Contre-ezemple sans domination : fn = 1y ny1)-

10




—{ Théoréme de convergence dominée : cas d’un parameétre réel : (14) }

Soient J C R, N\g € RU {£oo} adhérent a J, (fa)res une famille de fonctions de I dans E continues par
morceauz, f : I — E continue par morceaux et ¢ : I — R continue par morceauzx telles que :

() Veel i) = fl@);
(@) Vrxel,VAelJ, |l <plz);
), p < +00.

I

Alors les fx et f sont intégrables et on a /fA —
)\*))\0 I

IV — Intégration terme a terme d’une série de fonctions

Exercice 2 : Des classiques
Montrer que

+o00 +oo +oo s +0o0
t 1 sint 1
dt = . dt = —_—
/0 et —1 Zn2 /0 et —1 ZnQ—l-l
n=1 n=1
1 00 1 1 +o0 1
Int (= / . (-1"
dt = —_— t*letdt = _—
A 1+1¢2 nz::o (2n+1)2 0 nz::()n!(z+n)
1 +o0o
1 1
0 n:ln
V — Convergence dominée

Exercice 3 : Intégration terme a terme ——
Pour chaque égalité, vérifier que le théoréme d’intégration terme a terme ne peut pas s’appliquer et montrer alors
l’égalité en utilisant le théoreme de convergence dominée.

1 +oo
1 —1)"
/ =3 D
o 1+82°  Zon+1
1 +o0o 2
t ="
—dt = .

Exercice 4 : Intervertion limite et intégrale ———
Calculer les limites des suites dont les termes généraux sont les suivants :

/4
an—/ tan”™ xdz

"+ et —|—ex

e,
/ 1+x”+2d
e[

sm nt
nt + t2

11



